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Resumo
Neste trabalho, apresentamos um estudo teo´rico da interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria. In-
vestigamos a dinaˆmica do modelo de Jaynes-Cummings com um meio na˜o-linear tipo Kerr, com-
parando a situac¸a˜o de grande dessintonia a´tomo-campo com a evoluc¸a˜o correspondente obtida de
umHamiltoniano efetivo (aproximac¸a˜o dispersiva). Para isto, obtemos o operador evoluc¸a˜o para o
sistema a´tomo-campo, que facilita considerar diferentes situac¸o˜es iniciais para o a´tomo e o campo.
Iniciamos nossa ana´lise calculando os colapsos e revivals da inversa˜o atoˆmica, em conexa˜o com a
evoluc¸a˜o da pureza do campo (dada pela entropia de von Neumann), que representa uma medida
do emaranhamento a´tomo-campo. Em seguida calculamos os valores esperados de grandezas re-
lativas ao operador energia (nu´mero de fo´tons) e os valores esperados de grandezas relativas a`
fase do campo, segundo o formalismo de Pegg-Barnett. Finalmente, como uma extensa˜o natural
de nosso trabalho, consideramos a evoluc¸a˜o da func¸a˜o-Q, func¸a˜o de Wigner e fidelidade, o que
nos proporcionou uma melhor compreensa˜o do estado do campo da cavidade.
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Abstract
In this work, we present a theoretical study of the radiation and matter interaction. We investi-
gate the dynamics of the Jaynes-Cummings model with a nonlinear Kerr-like medium, comparing
the situation at large atom-field detuning with the corresponding evolution arising from an effec-
tive Hamiltonian (dispersive approximation). For this, we obtain the evolution operator for the
atom-field system, which makes easy to consider different initial situations for the atom and field.
We start our analysis by calculating the collapses and revivals of the atomic inversion, in connec-
tion to the evolution of the field purity (given by the von Neumann entropy), which represents a
measure of the atom-field entanglement. Afterwards, we calculate the expectation values of quan-
tities relatives to the energy operator (photon number) and the expectation values relatives to the
phase field, according to the Pegg-Barnett formalism. Finally, as a natural extension of our work,
we consider the evolution of the Q-function, Wigner function and fidelity, which provided us a
better understanding of the cavity field state.
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1Introduc¸a˜o
O estudo da interac¸a˜o entre um a´tomo de dois nı´veis e um modo do campo de radiac¸a˜o tem
se mostrado um dos mais importantes em mecaˆnica quaˆntica, residindo no corac¸a˜o de muitos
problemas encontrados na fı´sica de lasers e o´ptica quaˆntica [1, 2].
Um modelo para o tratamento deste problema, o modelo de Jaynes-Cummings (JCM), foi for-
mulado anos depois [3] e, desde enta˜o, tem sido extensivamente estudado [4]. Os recentes expe-
rimentos com a´tomos de Rydberg em cavidades de microondas de alto fator Q de qualidade [5],
teˆm fornecido um tremendo avanc¸o no estudo de novos estados do campo eletromagne´tico.
Uma vantagem deste modelo reside no fato de ser analiticamente solu´vel sob a aproximac¸a˜o
de onda girante (RWA). Devido a` riqueza de diferentes e interessantes fenoˆmenos, tais como, es-
tatı´stica sub-Poissoniana, anti-agrupamento, fenoˆmeno de colapsos e revivals [6, 7], compressa˜o
[8, 9, 10], estados aprisionados [11], etc, pode ser tambe´m considerado como um dos modelos na˜o-
triviais mais ba´sicos.
Zaheer e Zubairy [11] mostraram que no modelo de Jaynes-Cummings, sob uma certa relac¸a˜o
de fase entre o momento de dipolo atoˆmico e o campo, a amplitude das oscilac¸o˜es na inversa˜o
atoˆmica torna-se pequena quando o campo inicial e´ considerado no estado coerente, fato este,
explicado em [12].
Neste trabalho, investigamos teoricamente a evoluc¸a˜o temporal da inversa˜o atoˆmica, assim
como diversas quantidades relacionadas ao campo, nomodelo de Jaynes-Cummings comummeio
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2na˜o-linear tipo Kerr numa cavidade sem perdas. Consideramos o campo inicialmente no estado
coerente e o a´tomo em dois estados iniciais: excitado e superposic¸a˜o igualmente ponderada de
seus nı´veis, considerada inicialmente em [11].
Procuramos analisar os efeitos provocados pela presenc¸a da dessintonia a´tomo-campo e da
anarmonicidade do meio na˜o-linear na dinaˆmica do sistema comparando os diferentes limites da
interac¸a˜o (ressonante, pequena e grande dessintonia a´tomo-campo) e a evoluc¸a˜o segundo os dois
estados iniciais considerados para o a´tomo. Analisamos tambe´m os efeitos da combinac¸a˜o desses
dois paraˆmetros na dinaˆmica da inversa˜o atoˆmica e de todas as quantidades consideradas para o
campo da cavidade.
A ide´ia de gerar superposic¸o˜es de estados macroscopicamente distinguı´veis atrave´s de meios
na˜o-lineares tem atraı´do muita atenc¸a˜o nos anos recentes [13]. Foi mostrado, por exemplo, que os
efeitos de anarmonicidade no meio tipo Kerr [14,15,16,17] podem produzir estados tipo ”gato”de
Schro¨dinger.
Enfatizamos a possibilidade de gerar estados tipo ”gato”de Schro¨dinger, no modelo aqui con-
siderado, mediante o ajuste da dessintonia a´tomo-campo e da anarmonicidade do meio Kerr.
Este trabalho e´ organizado como segue: No Capı´tulo 2, apresentamos conceitos fundamentais,
como o formalismo de operador densidade, o procedimento padra˜o para a quantizac¸a˜o do campo
eletromagne´tico, assim como algumas de suas propriedades. No Capı´tulo 3, apresentamos um es-
tudo da fase do campo do ponto de vista cla´ssico e quaˆntico. No Capı´tulo 4, apresentamos nosso
estudo da interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria, descrevendo o procedimento para a obtenc¸a˜o do
Hamiltoniano livre de cada subsistema (a´tomo, campo e meio Kerr) e respectivos Hamiltonianos
de interac¸a˜o (a´tomo-campo e campo-meio Kerr). No Capı´tulo 5, apresentamos os resultados obti-
dos. As concluso˜es deste trabalho sa˜o discutidas no Capı´tulo 6.
2Conceitos Fundamentais
A luz tem representado um papel especial nas tentativas de entender a natureza, tanto classica-
mente como quanticamente, derrubando fronteiras da fı´sica durante o se´culo XX, como a cata´strofe
do ultra-violeta e o efeito foto-ele´trico. De fato, o nascimento da mecaˆnica quaˆntica se deve a
introduc¸a˜o de Planck do conceito de quantum, necessa´rio para explicar o espectro da radiac¸a˜o do
corpo-negro. A extensa˜o dessas ide´ias levaram Einstein a entender o efeito foto-ele´trico e introdu-
zir o conceito de fo´ton.
Estas concepc¸o˜es levaram Dirac a combinar a natureza corpuscular-ondulato´ria da luz, com
o conceito de campo de radiac¸a˜o, e explicar todos os fenoˆmenos decorrentes dessa caracterı´stica
dual, assim como a absorc¸a˜o de um fo´ton do campo devido a` excitac¸a˜o de um a´tomo.
Neste capı´tulo introduzimos alguns conceitos fundamentais da teoria quaˆntica para os estu-
dos propostos adiante. Procuramos fazer uma revisa˜o focalizada nas principais definic¸o˜es ne-
cessa´rias para o estudo proposto. Comec¸amos com uma abordagem aos principais postulados
de mecaˆnica quaˆntica, apresentando o conceito de estado de um sistema em mecaˆnica quaˆntica e
sua representac¸a˜o mais geral, obtida do formalismo de operador densidade. Dedicamos boa parte
deste capı´tulo ao campo eletromagne´tico, destacando o procedimento usual para a sua quantizac¸a˜o,
associando cada um de seus modos a um oscilador harmoˆnico simples quantizado. Esta e´ a
esseˆncia da teoria quaˆntica da radiac¸a˜o. Consequ¨eˆncias interessantes desta quantizac¸a˜o sa˜o as
flutuac¸o˜es associadas ao ponto “zero” de energia, denominadas flutuac¸o˜es de va´cuo. Estas flutua-
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c¸o˜es na˜o possuem ana´logo cla´ssico e sa˜o responsa´veis por muitos fenoˆmenos interessantes em
o´ptica quaˆntica [18].
2.1 Formalismo Quaˆntico
2.1.1 Postulados da Mecaˆnica Quaˆntica
Abordamos o conceito de estado de um sistema (com um nu´mero de graus de liberdade finito).
Na teoria cla´ssica, a evoluc¸a˜o de um sistema e´ dada pela soluc¸a˜o de equac¸o˜es de movimento e e´
completamente determinada pela condic¸a˜o inicial (um ponto do espac¸o de fase do sistema), assim
como qualquer outra “observa´vel cla´ssica” (func¸a˜o no espac¸o de fase). Uma situac¸a˜o semelhante
e´ encontrada na mecaˆnica estatı´stica cla´ssica, onde podemos considerar uma noc¸a˜o mais geral
de estado. Neste caso, o estado de um sistema e´ completamente descrito pela distribuic¸a˜o de
probabilidade no espac¸o de fase. Se esta distribuic¸a˜o estiver confinada num u´nico ponto deste
espac¸o, o estado e´ denominado estado puro. Do ponto de vista de uma medida fı´sica de uma
“observa´vel”, o estado e´ considerado como um resultado da preparac¸a˜o do sistema.
Uma notac¸a˜o conveniente para os estados emmecaˆnica quaˆntica foi primeiramente introduzida
por Dirac [19]. Na notac¸a˜o de Dirac, um estado e´ representado por um vetor de estado no espac¸o
de Hilbert H, denominado ket e denotado por |ψ〉. O (vetor de) estado correspondente, no espac¸o
dual, e´ denominado bra e denotado por 〈ψ|. As observa´veis de um sistema fı´sico, por exemplo, q
(posic¸a˜o) e p (momento), sa˜o representadas, no formalismo quaˆntico, por operadores lineares do
espac¸o de Hilbert, distinguidos aqui por caracteres em ”negrito-ita´lico”. Esses operadores atuam
sobre kets (bras) pertencentes ao mesmo subespac¸o de Hilbert, e, geralmente, originam outros kets
(bras):
O|ψ〉 = |φ〉 ,
〈ψ|O = 〈φ| .
(2.1)
Dentre os casos especiais, citamos aquele em que o operador altera apenas o “tamanho” do ket
(bra):
O|ψi〉 = Oi|ψi〉 , (2.2)
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em que os Oi′s sa˜o os autovalores do operador O e |ψi〉, seus auto-estados (autovetores). O con-
junto de auto-estados {|ψi〉} constitui o espectro (discreto) do operadorO.
Como estamos tratando de vetores, podemos expressar o produto escalar entre dois vetores do
espac¸o de Hilbert H, de acordo com a definic¸a˜o
〈ψ|φ〉 = c , (2.3)
no qual c e´ um c-number (nu´mero complexo). Considerando uma base ortonormal no espac¸o vetor
H temos a relac¸a˜o de ortonormalidade
〈ψi|ψj〉 = δij . (2.4)
Uma vez que o conjunto de vetores {|ψi〉} constitui uma base (espectro) no espac¸o H, qualquer
ket deste espac¸o em particular pode ser expandido como
|ψ〉 =
∑
i
Ci|ψi〉 . (2.5)
Tal expansa˜o e´ tida como u´nica.
2.1.2 Operador Densidade
Sabemos que um sistema quaˆntico na˜o e´, necessariamente, preparado num estado puro. Ou
ainda, mesmo a descric¸a˜o mais completa possı´vel de um sistema na˜o permite, em geral, prever
com exatida˜o o resultado das medidas que podem ser realizadas sobre ele. Nesses casos, apenas os
possı´veis resultados e a probabilidade de cada um deles ocorrerem sa˜o bem determinados. Desta
propriedade resulta a esseˆncia probabilı´stica da mecaˆnica quaˆntica.
Tipicamente, tratamos com sistemas que sa˜o preparados numa mistura estatı´stica de estados
puros. Um exemplo de tal sistema e´ dado por um reservato´rio em equilı´brio te´rmico a` temperatura
T . Assim, sabemos apenas que o sistema deve estar em um de seus auto-estados de energia |Ei〉,
com probabilidade dada pela distribuic¸a˜o de Boltzmann
fB =
1
eβ}ω − 1 , (2.6)
sendo β = 1kBT .
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Assim, podemos dizer que se trata de uma situac¸a˜o ana´loga a encontrada na mecaˆnica es-
tatı´stica cla´ssica, onde temos total ignoraˆncia sobre o sistema, sendo que esta caracterı´stica e´, ainda,
no caso quaˆntico, acompanhada de incerteza na medida. Tais sistemas sa˜o descritos, em mecaˆnica
quaˆntica, por um operador ana´logo a densidade de probabilidade usada na descric¸a˜o dos ensembles
estatı´sticos, denominado operador densidade [20, 21] e dado por
ρ =
∑
i
Pi|ψi〉〈ψi| , (2.7)
em que Pi e´ a probabilidade de encontrar o sistema num estado (puro) |ψ〉. Claramente, as proba-
bilidades Pi satisfazem as condic¸o˜es
Pi > 0 e
∑
i
Pi = 1 . (2.8)
Considerando os kets |ψi〉, com a relac¸a˜o de ortonormalidade (2.4), temos tambe´m a denomi-
nada relac¸a˜o de completeza ∑
i
|ψi〉〈ψi| = I . (2.9)
Assim, o operador densidade, como um operador no espac¸o deHilbert, pode ser escrito na forma
ρ =
∑
i,j
〈ψi|ρ|ψj〉|ψi〉〈ψj | , (2.10)
nos quais Pi,j = 〈ψi|ρ|ψj〉 sa˜o os denominados elementos da matriz densidade. Esta notac¸a˜o pode
ser usada para se expressar o valor esperado de um operadorO,
〈O〉 =
∑
i,j
〈ψi|ρ|ψj〉〈ψj |O|ψi〉 = Tr(ρO) . (2.11)
Em particular, para o pro´prio operador densidade temos as relac¸o˜es
Tr
(
ρ
)
= 1 e Tr
(
ρ2
)
6 1 . (2.12)
Ainda, mais duas propriedades de ρ sa˜o pertinentes: e´ positivo-definido, isto e´, dado qualquer ket
|ψ〉, temos
〈ψ|ρ|ψ〉 > 0 , (2.13)
e e´ Hermitiano, ou seja
ρ = ρ† . (2.14)
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O sentido fı´sico deste operador e´, enta˜o, dado de maneira precisa pela definic¸a˜o de valor espe-
rado (2.11).
E´ fa´cil perceber que este formalismo inclui como caso particular a situac¸a˜o na qual o estado do
sistema e´ bem determinado. Vemos que neste caso a expansa˜o em (2.7) se reduz a um u´nico termo
e ρ e´ dado simplesmente pelo operador projec¸a˜o
ρ = |ψ〉〈ψ| , (2.15)
equivalente ao ket |ψ〉, ou seja, o estado puro. O estado oposto ao puro e´ denominado estado misto,
de mistura, ou ainda estado de mistura estatı´stica.
2.2 Campo Eletromagne´tico
A teoria cla´ssica do eletromagnetismo e´ nota´vel pela sua capacidade de se preservar diante dos
mais diversos problemas, cada um com suas dimenso˜es e peculiaridades. Contudo, na transic¸a˜o
desta teoria para o formalismo quaˆntico, denominada eletrodinaˆmica quaˆntica (QED), devemos
ser cautelosos pois as varia´veis dinaˆmicas (observa´veis) de um dado sistema fı´sico, na mecaˆnica
quaˆntica, sa˜o representadas por operadores e a teoria do eletromagnetismo de Maxwell e´ funda-
mentada nos ja´ citados c-numbers. Apresentamos agora a denominada quantizac¸a˜o canoˆnica, que
consiste em escrever as grandezas cla´ssicas numa forma conveniente para, enta˜o, usar o princı´pio
da correspondeˆncia, escrevendo o ana´logo quaˆntico das grandezas consideradas.
2.2.1 Eletrodinaˆmica Cla´ssica
Considerando inicialmente a teoria cla´ssica do campo eletromagne´tico numa cavidade sem
perdas e com possı´veis interac¸o˜es do campo com fontes (por exemplo, distribuic¸o˜es de cargas e de
correntes), as equac¸o˜es deMaxwell sa˜o dadas por [22, 23]:
∇∧E(r, t) = − ∂
∂t
B(r, t) ,
∇∧B(r, t) = 1
c2
∂
∂t
E(r, t) +
1
0c2
j(r, t) ,
∇ ·E(r, t) = 1
0
ρ(r, t) ,
∇ ·B(r, t) = 0 ,
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nos quais E(r, t) e B(r, t) sa˜o, respectivamente, os vetores campo ele´trico e magne´tico usuais
no ponto (r, t). Aqui, ρ(r, t) e j(r, t) sa˜o, respectivamente, as densidades de corrente e de carga
tambe´m definidas no mesmo ponto.
E´ conveniente representar o campo eletromagne´tico, na auseˆncia de fontes, pelo potencial
transversoA(r, t), que satisfaz a relac¸a˜o de divergeˆncia
∇ ·A(r, t) = 0 , (2.16)
conhecida como a condic¸a˜o de transversalidade. Os campos ele´tricos e magne´ticos deriva´veis
dos potenciais vetores que satisfazem (2.16) sa˜o denominados campos transversos ou campos de
radiac¸a˜o [24].
Como o divergente deB(r, t) e´ nulo, podemos expressar o campomagne´tico atrave´s da relac¸a˜o
com o potencial vetorA(r, t) dada por:
B(r, t) = ∇∧A(r, t) . (2.17)
Observamos tambe´m que o rotacional do gradiente de um potencial escalar e´ nulo
∇∧∇φ(r, t) = 0 , (2.18)
enta˜o podemos escrever
E(r, t) =
∂
∂t
A(r, t)−∇φ(r, t) . (2.19)
Substituindo as equac¸o˜es para os campos ele´trico (2.19) e magne´tico (2.17) nas equac¸o˜es de
Maxwell e, usando a identidade
∇ · ∇A(r, t)−∇2A(r, t) = ∇∧∇ ∧A(r, t) ,
obtemos as seguintes equac¸o˜es
∇∇ ·A(r, t)−∇2A(r, t) + 1
c2
∂
∂t
∇φ(r, t) + 1
c2
∂2
∂t2
A(r, t) = µ0j(r, t) ,
∇2φ(r, t) +∇ · ∂
∂t
A(r, t) = − 1
0
ρ(r, t) .
(2.20)
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Por questa˜o de simplicidade, sem perda de generalidade, sera˜o impostas as seguintes condic¸o˜es
sobre os potenciaisA(r, t) e φ(r, t), denominadas transformac¸o˜es de calibre (ou gauge) de Lorentz :
∇ ·A(r, t) + 1
c2
∂
∂t
φ(r, t) = 0 ,
∇2A(r, t)− 1
c2
∂2
∂t2
A(r, t) = −µ0j(r, t) ,
∇2φ(r, t)− 1
c2
∂2
∂t2
φ(r, t) = − 1
0
ρ(r, t) .
Segundo o teorema de Helmholtz, qualquer campo vetorial C pode ser escrito como
C = CT +CL ,
em que CT (L) e´ a componente transversal (longitudinal) do campo vetorial tal que
∇ ·CT = 0 ,
∇∧CL = 0 .
Assim, podemos escrever a densidade de corrente como
j(r, t) = jT (r, t) + jL(r, t) , (2.21)
e, usando a relac¸a˜o de continuidade, temos
∇ · j(r, t) = − ∂
∂t
ρ(r, t) =⇒ ∇ · jL(r, t) = − ∂
∂t
ρ(r, t) . (2.22)
Uma vez que ∇∧ j(r, t) = 0, podemos escrever ∇φ(r, t) = jL(r, t). Da equac¸a˜o de Poisson, temos
∂
∂t
∇2φ(r, t) = 1
0
∂
∂t
ρ(r, t) =⇒ j(r, t) = 0∇ ∂
∂t
φ(r, t) ,
e, sabendo que
1
c2
∂
∂t
∇φ(r, t) = µ0jL(r, t), temos as soluc¸o˜es
∇2A(r, t)− 1
c2
∂2
∂t2
A(r, t) = −µ0j(r, t) ,
∇2φ(r, t) = − 1
0
ρ(r, t) .
(2.23)
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Quando consideramos o campo eletromagne´tico no espac¸o vazio sem fontes, ou seja, j(r, t) = 0
e ρ(r, t) = 0, temos
∇2A(r, t)− 1
c2
∂2
∂t2
A(r, t) = 0 ,
∇2φ(r, t) = 0 ,
(2.24)
onde, por praticidade, escolhemos as condic¸o˜es de contorno tal que φ(r, t) = 0. Usando o me´todo
de separac¸a˜o de varia´veis
A(r, t) = α(t)A0(r) + α∗(t)A∗0(r) , (2.25)
temos a equac¸a˜o de Helmholtz
∇2A0(r) + k2A0(r) = 0 , (2.26)
com k = ωkc e
α¨(t) + ω2kα(t) = 0 =⇒ α(t) = α(0)e−iωkt . (2.27)
A fim de obter as equac¸o˜es de movimento, e´ conveniente fazer uma decomposic¸a˜o de A0(r)
com relac¸a˜o a varia´vel espacial r. Tal procedimento pode ser feito tanto na forma de integral
de Fourier como na forma de se´rie de Fourier. Inicialmente, trataremos o problema em termos
da decomposic¸a˜o discreta de A0(r). Considerando o campo eletromagne´tico contido numa cavi-
dade cu´bica de largura L e volume V = L3, as soluc¸o˜es fisicamente va´lidas sa˜o decorrentes das
condic¸o˜es de contorno perio´dicas impostas ao problema do campo de radiac¸a˜o na cavidade
A0(r+ L) = A0(r) . (2.28)
De fato, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o de onda (2.26) tem um conjunto discreto e infinito de soluc¸o˜es
ortogonais que descrevem osmodos de amplitude e vibrac¸a˜o na cavidade. Com isso, as amplitudes
de cada modo podem ser utilizadas para descrever o campo eletromagne´tico no lugar do potencial
vetor A(r, t). Estas condic¸o˜es de contorno perio´dicas asseguram que as paredes da cavidade sa˜o
perfeitamente refletoras, ou seja, as componentes normais do vetor de Pointing S(r, t) = E(r, t) ∧
B(r, t) sa˜o nulas nas paredes da cavidade e, portanto, na˜o ocorre emissa˜o de radiac¸a˜o [25].
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Escrevendo a expansa˜o de Fourier tridimensional deA0(r) como sendo os modos de uma onda
plana onde para cada modo temos
A0(r) = ekei(k·r+ϕ) ,
uma possı´vel func¸a˜o normalizada e´ dada por
A(r, t) =
(
1
0V
) 1
2 ∑
k
αkA0(r) , (2.29)
em que o vetor k tem componentes ki = 2piniL , ni = 0,±1,±2, . . ., i = x, y, z, formando um conjunto
discreto, e a soma
∑
k implica ∑
k
=
∞∑
kx=−∞
∞∑
ky=−∞
∞∑
kz=−∞
,
englobando todos os valores possı´veis de k.
Da condic¸a˜o de transversalidade (2.16) ek · kˆ = 0, nos quais ek e kˆ = k|k| sa˜o, respectivamente,
o vetor unita´rio de polarizac¸a˜o e direc¸a˜o de propagac¸a˜o da onda plana. Ainda, a natureza real de
A(r, t) leva a` condic¸a˜o αk(t) = α∗k(t).
Uma vez queA(r, t) satisfaz a equac¸a˜o de onda (2.23), imediatamente temos que
(
1
0V
) 1
2 ∑
k
(
|k|2 + 1
c2
∂2
∂t2
)
αk(t)ekei(k·r+ϕ) = 0 ,
αk(t) = αke−iωkt + α∗ke
iωkt ,
para todo r (soluc¸a˜o geral).
E´ vantajoso escrever αk em termos de duas componentes ortogonais escolhidas de maneira
que a condic¸a˜o de transversalidade (2.16) seja va´lida automaticamente. Podemos fazer isso mais
facilmente, selecionando um par de vetores ortonormais de base real ek1 e ek2 que satisfazem as
condic¸o˜es
kˆ · ek,λ = 0 (λ = 1, 2) ,
ek,λ · ek,λ′ = δλ,λ′ (λ, λ′ = 1, 2) ,
ek1 ∧ ek2 =
k
|k| ≡ kˆ ,
(2.30)
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as quais representam, respectivamente, transversalidade, ortonormalidade e destricidade. Assim
αk =
2∑
λ=1
αk,λek,λ . (2.31)
E´, a`s vezes, u´til identificar um conjunto de vetores de base associados a um vetor de onda
particular k cujos aˆngulos polar e azimutal sa˜o θ e φ, ou seja,
ek1 = cos θ cosφxˆ1 + cos θ sinφyˆ1 − sin θzˆ1 ,
ek2 = sinφxˆ1 + cosφyˆ1 ,
os quais satisfazem as condic¸o˜es (2.30) e, portanto, representam duas polarizac¸o˜es lineares ortogo-
nais associadas ao vetor de onda k. Por outro lado, os vetores de base complexos
ek1 =
1√
2
[
(cos θ cosφ− i sinφ)xˆ1 + (cos θ sinφ+ i cosφ)yˆ1 − sin θzˆ1
]
,
ek2 =
1√
2
[
(i cos θ cosφ− sinφ)xˆ1 + (i cos θ sinφ+ cosφ)yˆ1 − i sin θzˆ1
]
,
representam, respectivamente, uma polarizac¸a˜o circular a direita e a esquerda associados com o
vetor de onda k, e tambe´m satisfazem (2.30).
Estes vetores unita´rios (ek1 , ek2 , kˆ) formam uma base cartesiana ortonormal e destra. As com-
ponentes (ek1)i, (ek2)i e kˆi sa˜o os treˆs cossenos diretores do eixo x nesta base. Usando as propri-
edades dos cossenos diretores, podemos escrever as relac¸o˜es para o cosseno do aˆngulo entre os
eixos x e y: ∑
λ
(ek,λ)i(ek,λ)j = δi,j − kikj .
Assim, obtemos o potencial vetorA(r, t) em termos dos modos do campo de radiac¸a˜o
A(r, t) =
(
1
0V
) 1
2 ∑
k,λ
[
αk,λ(t)ek,λei(k·r+ϕ) + c.c.
]
. (2.32)
Logo, podemos escrever as expanso˜es dos modos para os campos E(r, t) e B(r, t) como segue:
E(r, t) = − ∂
∂t
A(r, t) =
(
i
0V
) 1
2 ∑
k,λ
ωk
[
αk,λ(t)ek,λei(k·r+ϕ) − c.c.
]
, (2.33)
B(r, t) = ∇∧A(r, t) =
(
i
0V
) 1
2 ∑
k,λ
[
αk,λ(t)(k ∧ ek,λ)ei(k·r+ϕ) − c.c.
]
, (2.34)
em que usamos ∇∧ (ek,λe±ik·r) = ±i(k ∧ ek,λ)e±ik·r.
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Energia do Campo Cla´ssico
A energia associada ao campo eletromagne´tico e´ dada por
H = 12
∫
V
dV
[
0E2(r, t) +
1
µ0
B2(r, t)
]
. (2.35)
Usando as relac¸o˜es ∫
V
dV ei(k−k
′)·r = V δ3k,k′ ,
(k ∧ e∗k,λ) · (k ∧ ek,λ′) = |k|2e∗k,λ · ek,λ′ = |k|2δλ,λ′ ,
(2.36)
obtemos uma forma compacta deH
H = 2
∑
k,λ
ω2k|αk,λ(t)|2 , (2.37)
que relaciona a energia como sendo uma soma sobre todos os modos do campo eletromagne´tico.
Para o propo´sito da quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico, e´ conveniente escrever H em sua
forma Hamiltoniana introduzindo um par de varia´veis canoˆnicas reais qk,λ(t) e pk,λ(t), definidas
como
qk,λ(t) =
[
αk,λ(t) + α∗k,λ(t)
]
,
pk,λ(t) = −iωk
[
αk,λ(t)− α∗k,λ(t)
]
.
(2.38)
Tanto qk,λ(t) como pk,λ(t) oscilam senoidalmente no tempo com frequ¨eˆncia ωk. Temos enta˜o as
equac¸o˜es de movimento
q˙k,λ(t) = pk,λ(t) ,
p˙k,λ(t) = −ω2kqk,λ(t) .
(2.39)
Reescrevendo (2.37) em termos de qk,λ(t) e pk,λ(t), temos
H = 12
∑
k,λ
[
p2k,λ(t) + ω
2
kq
2
k,λ(t)
]
, (2.40)
conhecida como a energia de um sistema de osciladores harmoˆnicos independentes, para cada
modo (k, λ).
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Momento do Campo Cla´ssico
O momento linear total P(r, t) do campo eletromagne´tico e´ proporcional a integral de volume
do vetor de Pointing,
P(r, t) = 0
∫
V
dV E(r, t) ∧B(r, t) . (2.41)
Usando as relac¸o˜es em (2.36), obtemos uma forma compacta de P(r, t), isto e´,
P(r, t) = 2
∑
k,λ
ωk|αk,λ(t)|2k . (2.42)
Reescrevendo em termos de qk,λ(t) e pk,λ(t), temos
P(r, t) = 12
∑
k,λ
[
p2k,λ(t) + ω
2
kq
2
k,λ(t)
]
k . (2.43)
E´ interessante notar que P(r, t) e´ uma constante de movimento
P˙(r, t) = P˙(r, t) +
{
P(r, t),H} =⇒ {P(r, t),H} = 0 ,
o que implica que as varia´veis qk,λ(t) e pk,λ(t) sa˜o c-numbers, obedecendo a relac¸a˜o{
qk,λ(t), pk′,λ′(t)
}
= δ3k,k′δλ,λ′ . (2.44)
2.2.2 Eletrodinaˆmica Quaˆntica
Para descrever o campo eletromagne´tico no formalismo da mecaˆnica quaˆntica, temos que asso-
ciar operadores do espac¸o deHilbert com as varia´veis dinaˆmicas, os quais, em geral, na˜o comutam.
Quantizac¸a˜o Canoˆnica
De acordo com os postulados da mecaˆnica quaˆntica, cada par de operadores canonicamente
conjugados tem o comutador igual a i}. Podemos, portanto, escrever o seguinte conjunto de
relac¸o˜es de comutac¸a˜o∗: [
qk,λ(t),pk′,λ′(t)
]
= i}δ3k,k′δλ,λ′ ,[
qk,λ(t), qk′,λ′(t)
]
= 0 , (2.45)[
pk,λ(t),pk′,λ′(t)
]
= 0 ,
∗Adotamos o procedimento primeiramente descrito por Dirac [19].
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em que o estado do campo eletromagne´tico e´ agora descrito pelo vetor de estado (ket) |ψ〉 no espac¸o
de Hilbert.
Como observa´veis fı´sicos esta˜o sempre associados a operadores Hermitianos, os autovalores
correspondentes sa˜o todos reais†. Assim, o Hamiltoniano do campo de radiac¸a˜o quantizado e´
dado por:
H = 12
∑
k,λ
[
p2k,λ(t) + ω
2
kq
2
k,λ(t)
]
. (2.46)
Para muitos propo´sitos e´ conveniente trabalhar com um conjunto de operadores na˜o Hermiti-
anos definido por
ak,λ(t) =
(
1
2}ωk
) 1
2 [
ωkqk,λ(t) + ipk,λ(t)
]
,
a†k,λ(t) =
(
1
2}ωk
) 1
2 [
ωkqk,λ(t)− ipk,λ(t)
]
,
(2.47)
sendo o segundo o conjugado Hermitiano do primeiro. Essas equac¸o˜es podem ser invertidas ime-
diatamente. Assim:
qk,λ(t) =
(
}
2ωk
) 1
2 [
ak,λ(t) + a
†
k,λ(t)
]
,
pk,λ(t) = i
(
}ωk
2
) 1
2 [
ak,λ(t)− a†k,λ(t)
]
,
(2.48)
e, de (2.45), obtemos as relac¸o˜es de comutac¸a˜o para ak,λ(t) e a
†
k,λ(t):[
ak,λ(t),a
†
k′,λ′(t)
]
= δ3k,k′δλ,λ′ ,[
ak,λ(t),ak′,λ′(t)
]
= 0 , (2.49)[
a†k,λ(t),a
†
k′,λ′(t)
]
= 0 .
A menos do fator }2ωk , os operadores ak,λ(t) e a
†
k,λ(t), evidentemente, correspondem a`s ampli-
tudes complexas αk,λ(t) e α∗k,λ(t).
†A associac¸a˜o de operadores do espac¸o de Hilbert com varia´veis dinaˆmicas cla´ssicas pode ser ambı´gua quando os
operadores na˜o comutam. Assim, pode na˜o ser o´bvio que a varia´vel cla´ssica “qp” possa ser associada com “qp”, ou
“pq”, ou “(qp+ pq)/2”, ou alguma outra forma. Contudo, tais ambigu¨idades na˜o ocorrem aqui.
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Podemos enta˜o escrever as expanso˜es dos modos do campo quantizado como segue:
A(r, t) =
∑
k,λ
(
}
20ωkV
) 1
2 [
ak,λ(t)ek,λei(k·r+ϕ) + h.c.
]
, (2.50)
E(r, t) =
∑
k,λ
(
}ωk
20V
) 1
2 [
iak,λ(t)ek,λei(k·r+ϕ) + h.c.
]
, (2.51)
B(r, t) =
∑
k,λ
(
}
20ωkV
) 1
2 [
iak,λ(t)(k ∧ ek,λ)ei(k·r+ϕ) + h.c.
]
. (2.52)
Energia do Campo Quantizado
Substituindo as equac¸o˜es (2.48) em (2.46), obte´m-se
H = 12
∑
k,λ
}ωk
[
ak,λ(t)a
†
k,λ(t) + a
†
k,λ(t)ak,λ(t)
]
. (2.53)
Das relac¸o˜es de comutac¸a˜o (2.49) podemos expressarH como
H =
∑
k,λ
}ωk
[
a†k,λ(t)ak,λ(t) +
1
2
]
, (2.54)
no qual a contribuic¸a˜o de energia 12}ωk de cadamodo (k, λ) do oscilador e´ a denominada contribui-
c¸a˜o de energia de ponto zero (tal energia reflete o fato de que um oscilador harmoˆnico no forma-
lismo da mecaˆnica quaˆntica nunca se encontra em repouso, mesmo estando em seu estado funda-
mental). Embora tenha sido prevista, a energia de ponto zero e´ uma consequ¨eˆncia desafortunada
para um ilimitado nu´mero de modos (k, λ), fornecendo uma contribuic¸a˜o infinita para a energia.
Esta e´ uma dificuldade da QED que nunca foi resolvida satisfatoriamente [26].
Contudo, para o estudo proposto neste trabalho, consideramos o campo com um u´nico modo
encerrado numa cavidade o´ptica (ou de microondas). Assim, a energia de ponto zero, outrora
infinita (para infinitos modos do campo), possui agora um valor finito e constante podendo ser
subtraı´do sem perda de generalidade da equac¸a˜o acima. Desta maneira, podemos escrever o Ha-
miltoniano (2.54) como
H =
∑
k
}ωka†k(t)ak(t) . (2.55)
De agora em diante usaremos essa expressa˜o mais simples, livre dos problemas citados.
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Momento do Campo Quantizado
Seguindo o mesmo procedimento usado para a obtenc¸a˜o do Hamiltoniano do campo quan-
tizado e devido ao fato dos operadores E(r, t) e B(r, t) na˜o serem Hermitianos, consideramos a
seguinte expressa˜o para o operador momento:
P (r, t) = 120
∫
V
dV
[
E(r, t) ∧B(r, t)−B(r, t) ∧E(r, t)] . (2.56)
Substituindo as expanso˜es (2.51) e (2.52), temos
P (r, t) = 12
∑
k,λ
}k
[
a†k,λ(t)ak,λ(t) + ak,λ(t)a
†
k,λ(t)
]
. (2.57)
Usando a relac¸a˜o de comutac¸a˜o (2.49), obtemos a forma normalmente ordenada (operador criac¸a˜o
sempre a esquerda do operador aniquilac¸a˜o, conforme abordamos na pro´xima subsec¸a˜o) para o
operador momento
P (r, t) =
∑
k,λ
}k
[
a†k,λ(t)ak,λ(t) +
1
2
]
. (2.58)
Vemos que a contribuic¸a˜o da energia de ponto zero para o momento se anula, pois existe um
termo −12}k para cada 12}k quando somamos sobre todos os modos tal que
P (r, t) =
∑
k,λ
}knk,λ(t) . (2.59)
Assim, tanto P (r, t) comoH podem ser escritos como func¸a˜o de nk,λ(t). Logo, P (r, t) eH comu-
tam. Ainda, os auto-estados deH , |nk,λ〉, sa˜o tambe´m auto-estados do operador P (r, t) tal que os
autovalores deH sa˜o degenerados. A relac¸a˜o
[
P (r, t),H
]
= 0 implica que o momento do campo
eletromagne´tico e´ uma constante do movimento.
Amenos que nosso estudo concernisse a` dependeˆncia temporal de a(†)k,λ(t) (resolvidos aqui para
um mesmo tempo), iremos suprimir esta dependeˆncia daqui em diante.
Fo´tons
Considere o operador Hermitiano definido como
nk,λ ≡ a†k,λak,λ , (2.60)
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com as seguintes relac¸o˜es de comutac¸a˜o:[
ak,λ,nk′,λ′
]
= ak,λδ3k,k′δλ,λ′ ,[
a†k,λ,nk′,λ′
]
= −a†k,λδ3k,k′δλ,λ′ , (2.61)[
nk,λ,nk′,λ′
]
= 0 .
Juntos, todos os operadores nk,λ formam um C.C.O.C‡. Uma vez que os operadores correspon-
dentes a diferentes modos (k, λ) operam sobre diferentes espac¸os de Hilbert, podemos construir
um estado produto caracterizando totalmente o campo de radiac¸a˜o,
|{n}〉 =
∞⊗
k,λ
|nk,λ〉 , (2.62)
conhecido como o estado de Fock (nu´mero) do campo de radiac¸a˜o e caracterizado pelo conjunto
(infinito) de nu´meros de ocupac¸a˜o.
A Hermiticidade de nk,λ permite considerar um vetor de estado normalizado denotado por
|nk,λ〉 tal que
nk,λ|nk,λ〉 = nk,λ|nk,λ〉 , (2.63)
no qual nk,λ e´ o autovalor de nk,λ. A atuac¸a˜o de a
†
k,λ e ak,λ em |nk,λ〉 produz
a†k,λ|nk,λ〉 =
√
nk,λ + 1|nk,λ + 1〉 (2.64)
e
ak,λ|nk,λ〉 = √nk,λ|nk,λ − 1〉 . (2.65)
Portanto
nk,λ = 〈nk,λ|nk,λ|nk,λ〉 = 〈nk,λ|a†k,λak,λ|nk,λ〉 > 0 , (2.66)
uma vez que a norma ak,λ deve ser positiva e nk,λ deve ser inteiro. Este requerimento e´ satisfeito
quando
ak,λ|nk,λ〉 = 0 , (2.67)
‡Conjunto Completo de Observa´veis Compatı´veis.
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sendo o espectro de nk,λ um conjunto de nu´meros inteiros positivos.
Representac¸o˜es matriciais de ak,λ, a
†
k,λ e nk,λ consistentes com as relac¸o˜es de comutac¸a˜o (2.49)
e (2.61), podem ser escritas como
ak,λ =

0 1 0 0 · · ·
0 0
√
2 0 · · ·
0 0 0
√
3 · · ·
...
...
...
...
. . .
 , a
†
k,λ =

0 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
0
√
2 0 0 · · ·
...
...
...
...
. . .
 , (2.68)
nk,λ =

0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 2 0 · · ·
...
...
...
...
. . .
 , (2.69)
que atuam no vetor coluna
|nk,λ〉 =

0
0
...
0
1
0
...

.
Todos esses operadores estabelecem uma completa analogia com o formalismo para o oscilador
harmoˆnico.
2.2.3 A´lgebra dos Operadores Bosoˆnicos
Como vimos, a quantizac¸a˜o do campo de radiac¸a˜o pode ser realizada substituindo os coe-
ficientes (complexos) da expansa˜o dos modos pelos operadores criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons
bosoˆnicos. Antes de considerar expresso˜es matema´ticas envolvendo esses operadores, revisamos
algumas regras ba´sicas da a´lgebra de operadores bosoˆnicos [27].
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Das relac¸o˜es de comutac¸a˜o (2.49), vemos que operadores pertencentes a modos diferentes (λ 6=
λ′) comutam. Podemos, portanto, restringir nossa atenc¸a˜o a func¸o˜es de operadores mono-modos
F (a,a†) onde, por simplicidade, omitiremos o ı´ndice do modo (k, λ).
Relac¸o˜es de Comutac¸a˜o
Apresentamos as relac¸o˜es de comutac¸a˜o entre os operadores a e a† com uma func¸a˜o desses
operadores dada por F (a,a†): [
a,F (a,a†)
]
=
∂
∂a†
F (a,a†) ,
[
F (a,a†),a†
]
=
∂
∂a
F (a,a†) .
(2.70)
Operador Ordenamento Normal e Anti-normal
O ordenamento de operadores representa um importante papel em o´ptica quaˆntica. Neste con-
texto e´ u´til, em certos casos, construir func¸o˜es de operadores com um ordenamento pre´-determina-
do. Denotamos o operador ordenamento normal pelo sı´mbolo N ou pela notac¸a˜o : : que indica,
por exemplo, que o ordenamento dos operadores a e a† deve ser tal que a† esteja a esquerda de a,
NF (a,a†) = F (n)(a,a†) = : F (a,a†) : , (2.71)
ou seja, o operador N e´ cı´clico.
Func¸o˜es de operadores ordenados normalmente satisfazem as seguintes relac¸o˜es:
:
[
F (a,a†) +G(a,a†)
]
: = : F (a,a†) : + : G(a,a†) : ,
: cF (a,a†) : = c : F (a,a†) : , (2.72)
: F (a,a†)G(a,a†) : = : G(a,a†)F (a,a†) : ,
no qual “c”, como ja´ dissemos, e´ um c-number. Podemos escrever uma relac¸a˜o entre F (n)(a,a†) e
F (a,a†) dada por
F (n)(a,a†) = : F
(
a+
∂
∂a†
,a†
)
: . (2.73)
Note que para o caso de operadores de ordenamento anti-normal, as relac¸o˜es sa˜o bastante
semelhantes. Indicamos este tipo de ordenamento pelo sı´mbolo A ou pela notac¸a˜o ‡‡ que indica,
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por exemplo, que o ordenamento dos operadores a e a† deve ser tal que a† esteja a direita de a,
AF (a,a†) = F (a)(a,a†) = ‡F (a,a†) ‡ . (2.74)
Assim como N , o operador A tambe´m e´ cı´clico e satisfaz propriedades semelhantes a (2.72). Ana-
logamente a (2.73), tambe´m teremos a relac¸a˜o
F (a)(a,a†) = ‡F
(
a,a† − ∂
∂a
)
‡ . (2.75)
Relac¸a˜o de Baker-Campbell -Hausdorff
Apresentamos agora uma relac¸a˜o bastante u´til na a´lgebra de operadores bosoˆnicos. Conside-
rando dois operadoresA eB tal que
[
A,
[
A,B
]]
=
[
B,
[
A,B
]]
= 0 , (2.76)
obtemos as expresso˜es
ecABe−cA = B + c[A,B] ,
ec(A+B) = ecAecBe−
c2
2
[A,B] = ecBecAe
c2
2
[A,B] .
(2.77)
No caso geral quando
[
A,B
] 6= 0 ,[
A,
[
A,B
]]
=
[
B,
[
A,B
]] 6= 0 , (2.78)[
A,
[
A,
[
A,B
]]]
=
[
B,
[
B,
[
A,B
]]] 6= 0 ,
e assim por diante, podemos escrever a relac¸a˜o de Baker-Campbell -Hausdorff generalizada
ecABe−cA =
∑
n=0
1
n!
[
cA, ·]nB = e[cA,·]B , (2.79)
em que usamos a notac¸a˜o de super-operadores
[
A, ·]B = [A,B] ,[
A, ·]2B = [A, ·]([A, ·]B) = [A, ·][A,B] = [A, [A,B]] , (2.80)[
A, ·]0B = B .
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2.2.4 Propriedades do Campo Quantizado
Apresentamos algumas das inu´meras propriedades do campo de radiac¸a˜o que sera˜o impor-
tantes para o desenvolvimento deste trabalho. Comec¸amos com uma definic¸a˜o da distribuic¸a˜o de
nu´mero de fo´tons, a qual pode ser usada para definir quaisquer estados do campo quantizado,
assim como o nu´mero me´dio de fo´tons e respectiva variaˆncia. Em seguida fazemos uma breve
discussa˜o sobre correlac¸a˜o quaˆntica, com o intuito de melhor caracterizar os estados do campo a
serem apresentados em seguida. Selecionamos aqueles estados que representam um papel espe-
cial em o´ptica quaˆntica: estado de Fock (nu´mero), estado coerente, estado coerente comprimido,
estado de nu´mero deslocado, estado binomial, estado te´rmico, mistura estatı´stica de dois estados
coerentes e estado “gato” de Schro¨dinger.
Distribuic¸a˜o de Nu´mero de Fo´tons
Uma maneira de caracterizar um estado arbitra´rio do campo eletromagne´tico (a partir de seu
operador densidade ρf ), e´ obtida atrave´s da projec¸a˜o do estado do campo na base de estado de
nu´mero (Fock ), ja´ definida anteriormente:
Pn = 〈n|ρf |n〉 . (2.81)
Observamos que esta equac¸a˜o denota a probabilidade de se encontrar n fo´tons no campo (des-
crito por ρf ), e e´ denominada de distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons. Esta´ claro, de (2.81), que Pn
rete´m apenas certas informac¸o˜es a respeito do operador densidade do campo, visto que possui
apenas elementos diagonais na base de estado de nu´mero. Contudo, e´ uma relac¸a˜o bastante usada
para a representac¸a˜o do estado do campo de radiac¸a˜o.
Paraˆmetro Q deMandel
A teoria quaˆntica da coereˆncia o´ptica, basicamente introduzida porGlauber [28], foi construı´da
de modo a manter a semelhanc¸a ao seu ana´logo cla´ssico. Uma maneira conveniente de descrever
a coereˆncia quaˆntica (de segunda ordem) e´ dada pelo paraˆmetro Q deMandel
Q ≡ 〈∆n
2〉 − 〈n〉
〈n〉 . (2.82)
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Vemos que, para Q = 0, 〈∆n2〉 = 〈n〉, caracterı´stico de uma distribuic¸a˜o Poissoniana. Para
um estado cujo paraˆmetro de Mandel e´ maior que 0,§ sua distribuic¸a˜o e´ denominada super-
Poissoniana. Se −1 6 Q 6 0, a estatı´stica de fo´tons do estado do campo e´ denominada sub-
Poissoniana. O domı´nio no qual o estado do campo e´ sub-Poissoniano, e´ um domı´nio exclusivo
de estados quaˆnticos. Assim, um paraˆmetro Q negativo e´ um forte indicativo acerca da natureza
quaˆntica do estado do campo.
Estado de Nu´mero |n〉
Como ja´ definido, o estado de nu´mero, denotado por |n〉, e´ um auto-estado do Hamiltoniano
do campo de radiac¸a˜o obtido do estado de va´cuo |0〉,
|n〉 = a
†
√
n!
|0〉 . (2.83)
Figura 2.1: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado de nu´mero com n = 25.
Os estados de nu´mero constituem uma
base ortonormal no espac¸o de Hilbert, obe-
decendo as relac¸o˜es de ortogonalidade e com-
pleteza:
〈n|m〉 = δn,m ,∑
n
|n〉〈n| = I . (2.84)
O operador densidade para este estado e´
escrito como
ρN = |m〉〈m| . (2.85)
Usando a relac¸a˜o (2.81), o estado de nu´mero pode ser tambe´m representado pela distribuic¸a˜o de
nu´mero de fo´tons
PNn = |〈n|m〉|2 = δn,m , (2.86)
§Variaˆncia no nu´mero de fo´tons maior que o nu´mero me´dio de fo´tons.
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isto e´, a distribuic¸a˜o e´ uma delta de Kronecker centrada em n. Portanto, o nu´mero me´dio de fo´tons
na˜o se altera e a variaˆncia e´ nula:
〈n〉N = n ,
〈∆n2〉N = 〈n2〉N − 〈n〉2N = 0 ,
(2.87)
Apesar do estado de nu´mero ser obtido naturalmente do formalismo quaˆntico, na˜o se pode
relaciona´-lo diretamente com a “luz cla´ssica”. Isto faz com que o estado de nu´mero seja u´nico,
sendo fundamental na teoria quaˆntica e, talvez, sem um ana´logo cla´ssico (estado altamente na˜o-
cla´ssico). O paraˆmetro Q de Mandel para o estado de nu´mero e´ Q = −1, ou seja, este e´ o estado
mais sub-Poissoniano que se pode construir.
Estado Coerente |α〉
Estados quaˆnticos cujos valores esperados sa˜o quase ideˆnticos aos obtidos no eletromagne-
tismo cla´ssico existem. Tais estados sa˜o superposic¸o˜es lineares coerentes dos estados |n〉, deno-
minados estados quasi-cla´ssicos, primeiramente introduzidos por Schro¨dinger [29] no caso do os-
cilador harmoˆnico. Apo´s o trabalho de Glauber [28], o denominado estado coerente do campo
eletromagne´tico passou a ser extensivamente utilizado em o´ptica quaˆntica.
Os estados coerentes (com amplitude complexa) |α〉 = ||α|eiφ〉, sa˜o auto-estados do operador
aniquilac¸a˜o de fo´tons a com autovalor α, isto e´,
a|α〉 = α|α〉 . (2.88)
Esta definic¸a˜o permite expandir o estado coerente na base de estado de nu´mero [20]:
|α〉 = e− 12 |α|2
∞∑
n=0
αn√
n!
|n〉 . (2.89)
Desta relac¸a˜o e de (2.83), podemos gerar o estado coerente atrave´s da aplicac¸a˜o do operador
deslocamento de Glauber [28],
|α〉 = D(α)|0〉 , (2.90)
D(α) = e(αa
†−α∗a) . (2.91)
Usando a expressa˜o acima, podemos obter, por exemplo
〈α|β〉 = e− 12 (|α|2+|β|2)+α∗β = e− 12 |α−β|2−αβ∗ , (2.92)
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Figura 2.2: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado coerente com |α|2 = 25.
que significa que os estados coerentes sa˜o nor-
malizados, 〈α|α〉 = 1, mas na˜o ortogonais.
Contudo, se os valores de α e β sa˜o
tais que |α − β|  1, podemos considera´-
los como sendo aproximadamente ortogo-
nais. Portanto, o operador identidade pode
ser expresso em termos dos estados coerentes
atrave´s da relac¸a˜o de completeza
1
pi
∫
d2α |α〉〈α| = I, (2.93)
onde d2α = d<(α)d=(α).
O operador densidade para o estado coerente e´ escrito como
ρC = |α〉〈α| . (2.94)
Da relac¸a˜o (2.81), obte´m-se a distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o estado coerente
PCn = |〈n|α〉|2 = e−|α|
2 |α|2n
n!
, (2.95)
que e´ exatamente uma distribuic¸a˜o de Poisson. Para o estado coerente, tanto o nu´mero me´dio de
fo´tons como a sua variaˆncia sa˜o iguais a |α|2, ou seja,
〈n〉C = |α|2 ,
〈∆n2〉C = 〈n2〉C − 〈n〉2C = |α|2 ,
(2.96)
o que significa que o estado coerente e´ o estado quaˆntico com caracterı´sticas mais pro´ximas das
encontradas para um estado cla´ssico, com paraˆmetro deMandel nulo (Q = 0).
Este estado quaˆntico do campo eletromagne´tico e´ muito importante em o´ptica quaˆntica e, de
fato, um laser mono-modo operando acima do limiar, aproximadamente, produz um estado coe-
rente [18].
Estado de Nu´mero Deslocado |α,m〉
A ide´ia de estado de nu´mero deslocado foi inicialmente lanc¸ada nos trabalhos de Cahill e
Glauber [30, 31] em 1969. Contudo, na˜o foi associado por eles a um estado de interesse intrı´nseco.
Somente em 1990, as propriedades desse estado foram analisadas fisicamente [32].
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O estado de nu´mero deslocado e´ obtido aplicando-se o operador deslocamento de Glauber no
estado de nu´mero,
|α,m〉 =D(α)|m〉 = e(αa†−α∗a)|m〉 , (2.97)
que, param = 0, se reduz ao estado coerente e para α = 0, se reduz ao estado de nu´mero, como es-
perado. Desta definic¸a˜o, podemos expandir o estado de nu´mero deslocado em termos dos estados
de nu´mero,
|α,m〉 = e− 12 |α|2
∞∑
n=0
√
m!
n!
αn−mL(n−m)m (|α|2)|n〉 , (2.98)
Figura 2.3: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado de nu´mero deslocado com |α|2 = 25 e n = 5.
sendoL(n−m)m (|α|2) os polinoˆmios de Laguerre
associados de ordem m. Estes estados cons-
tituem uma base ortonormal no espac¸o de
Hilbert e obedecem as seguintes relac¸o˜es de
ortogonalidade e completeza:
〈α, n|α,m〉 = δn,m ,∑
n
|α, n〉〈α, n| = I . (2.99)
O operador densidade para este estado e´
dado por
ρDN = |α,m〉〈α,m| . (2.100)
Usando a relac¸a˜o (2.81), temos a distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons do estado de nu´mero deslocado,
PDNn = |〈n|α,m〉|2 = e−|α|
2 |α|2(n−m)m!
n!
[L(n−m)m (|α|2)]2 ,
no qual utilizamos a relac¸a˜o [33]
〈n|D(α)|m〉 = e− 12 |α|2
√
m!
n!
αn−mL(n−m)m (|α|2) (2.101)
para n > m. Ao considerarmos o caso n 6 m, temos que
〈n|D(α)|m〉 = e− 12 |α|2
√
n!
m!
(−α∗)m−nL(m−n)n (|α|2) (2.102)
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e a distribuic¸a˜o PDNn adquire o seguinte aspecto:
PDNn = e
−|α|2 |α|2(m−n) n!
m!
[L(m−n)n (|α|2)]2 .
Para o estado de nu´mero deslocado temos que o nu´mero me´dio de fo´tons e a respectiva variaˆn-
cia sa˜o dados por
〈n〉DN = n+ |α|2 ,
〈∆n2〉DN = 〈n2〉DN − 〈n〉2DN = (2n+ 1)|α|2 ,
(2.103)
sendo sempre maiores que os correspondentes para os estados de nu´mero e coerente. Analisando
o paraˆmetro Q de Mandel, podemos observar que o estado de nu´mero deslocado apresenta es-
tatı´stica de fo´tons sub-Poissoniana se |α|2 < 12 , ou seja, se a contribuic¸a˜o do estado coerente adici-
ona mais que a metade de um fo´ton ao nu´mero me´dio de fo´tons; o estado de nu´mero deslocado e´
super-Poissoniano (Q > 0), independente do nu´mero inicial de fo´tons.
Estado Coerente Comprimido |α, ξ〉
Este estado foi introduzido primeiramente por Takahashi [34] e denominado de estado com-
primido no trabalho de Hollenhorst [35] sendo, desde enta˜o, de grande importaˆncia em o´ptica
quaˆntica.
O estado coerente comprimido e´ obtido atrave´s da aplicac¸a˜o do operador compressa˜o S(ξ)
seguida da aplicac¸a˜o do operador deslocamento de Glauber [36]D(α) no estado de va´cuo |0〉,
|α, ξ〉 =D(α)S(ξ)|0〉 (2.104)
em que
S(ξ) = e
1
2
(ξa†2−ξ∗a2) . (2.105)
Uma definic¸a˜o equivalente a esta foi introduzida por Yuen [37] e denominado de estado co-
erente de dois fo´tons |β;µ, ν〉, o qual e´ auto-estado do operador b = µa + νa† com auto-valor
β:
(µa+ νa†)|β;µ, ν〉 = β|β;µ, ν〉 , (2.106)
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sendo |µ|2 − |ν|2 = 1.
O estado coerente de dois fo´tons difere do estado coerente comprimido na ordem de aplicac¸a˜o
deD(β) (primeiro) e S(ξ) no estado de va´cuo
|β;µ, ν〉 = S(ξ)D(β)|0〉 . (2.107)
O nu´mero complexo arbitra´rio ξ = reiθ e´ o denominado paraˆmetro de compressa˜o. Os paraˆmetros
nas duas notac¸o˜es acima esta˜o relacionados por
β = µα+ να∗ ,
µ = cosh r , (2.108)
ν = eiθ sinh r ,
e o uso de uma ou de outra definic¸a˜o depende da convenieˆncia para cada problema.
A expansa˜o do estado coerente comprimido em termos dos estados de nu´mero e´ dada por
|α, ξ〉 =
∞∑
n=0
(n!µ)−
1
2
(
ν
2µ
)n
2
e−
1
2µ
(µ|α|2+να2)Hn
(
β√
2µν
)
|n〉 , (2.109)
Figura 2.4: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado coerente comprimido com |α|2 = 25 e ξ = 2.
sendo Hn
(
β√
2µν
)
os polinoˆmios de Hermite
de ordem n [38]. Estes estados constituem
uma base ortonormal no espac¸o de Hilbert e
obedecem as seguintes relac¸o˜es de ortogona-
lidade e completeza:
〈α, ξ|α, ξ〉 = 1 ,∑
n
|α, ξ〉〈α, ξ| = I . (2.110)
O operador densidade para este estado e´
dado por:
ρS = |α, ξ〉〈α, ξ| . (2.111)
Usando a relac¸a˜o (2.81), a distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons do estado coerente comprimido pode
ser escrita como
PSn = |〈n|α, ξ〉|2 = (n!µ)−1
( |ν|
2µ
)n
e−|α|
2− 1
2µ
(ν∗α2+να∗2)
∣∣∣∣Hn( β√2µν
)∣∣∣∣2 . (2.112)
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Um estado particularmente interessante e´ o estado de va´cuo comprimido |0, ξ〉, ou seja, um
estado comprimido com amplitude coerente nula. A distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons em (2.112),
enta˜o, torna-se
PSVn =

(2n)!
(n!)2µ
( |ν|
2µ
)2n
(n = 2m) ,
0 (n = 2m+ 1) .
(2.113)
Observamos enta˜o que o estado de va´cuo comprimido apresenta apenas nu´mero de fo´tons pares.
Usando algumas das propriedades dos operadores deslocamento e compressa˜o, podemos cal-
cular o nu´merome´dio de fo´tons e a variaˆncia no nu´merome´dio de fo´tons para este estado, obtendo
〈n〉S = |α|2 + |ν|2 ,
〈∆n2〉S = 〈n2〉S − 〈n〉2S = |β|2 + 2|ν|2µ2 .
(2.114)
Figura 2.5: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado de va´cuo comprimido com ξ = 1.5.
Pode se observar que mesmo para a am-
plitude coerente nula, tanto o nu´mero me´dio
de fo´tons (|ν|2) como a variaˆncia no nu´mero
me´dio de fo´tons (2|ν|2µ2) sa˜o diferentes de
zero.
O estado coerente comprimido apresenta
complicadas correlac¸o˜es de segunda ordem,
sendo super-Poissoniano (Q > 0), Poissoni-
ano (Q = 0) e sub-Poissoniano (1 6 Q <
0), dependendo dos valores de r e α. Ale´m
disso, possui ruı´do associado abaixo do li-
mite de va´cuo, sendo este o motivo de ser um estado particularmente atraente a aplicac¸o˜es em
comunicac¸o˜es o´pticas.
Estado Binomial |p,M〉
O estado binomial (mono-modo) do campo eletromagne´tico consiste numa combinac¸a˜o linear
(finita) de estados de nu´mero |n〉 ponderados por uma distribuic¸a˜o binomial [39]. Este estado pode
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ser expandido na base de Fock como segue [40, 41]:
|p,M〉 =
M∑
n=0
[
M !
n!(M − n)!p
n(1− p)M−n
] 1
2
|n〉 . (2.115)
Figura 2.6: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado binomial com p = 0.25 eM = 100.
O estado binomial do campo quantizado
e´ tal que existe um ma´ximo de M fo´tons,
sendo que cada um tem uma probabilidade
de ocorreˆncia caracterı´stica p. Variando conti-
nuamente p e tambe´m M , e´ possı´vel interpo-
lar entre o estado coerente |α〉 (α real), obtido
no limite de p → 0 e M → ∞ (mantendo o
produto pM = α2 constante), e o estado de
nu´mero |M〉, obtido quando p = 1.
Podemos construir as relac¸o˜es de ortogo-
nalidade e completeza para este estado da seguinte forma [40]:
〈p,M |q,M〉 =
M∑
n=0
M !
n!(M − n)! (pq)
n
2 [p(1− p)] (M−n)2 =
[√
pq +
√
p(1− p)
]M
,
M∑
n=0
|p,M〉〈p,M | = I .
(2.116)
Se p = q, temos que 〈q,M |q,M〉 = 1, ou seja, os estados sa˜o normalizados. Para outros valores, p e
q na˜o sera˜o normalizados.
O operador densidade para este estado e´ dado por
ρB = |p,M〉〈p,M | . (2.117)
Assim, podemos escrever a sua distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons, usando (2.81), como
PBn = |〈n|p,M〉|2 =
M !
n!(M − n)!p
n(1− p)M−n , (2.118)
que e´ a probabilidade de ocorreˆncia de n fo´tons, cada um com probabilidade p, havendo M ma-
neiras independentes de fazer isso. E´ interessante notar que existe um nu´mero ma´ximo permitido
para o nu´mero de fo´tons (M ), ou seja, PBn = 0 para n > M . De (2.118), para um dadoM (finito) e
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p = 0, temos o estado de va´cuo |0〉; por outro lado, se p = 1, recuperamos o estado de nu´mero |M〉.
Ainda, no limite p → 0 eM → ∞, mas com pM = α2 constante (como ja´ mencionado), teremos o
estado coerente (real) |α〉 [40].
Podemos imediatamente observar que o nu´mero me´dio de fo´tons e a variaˆncia para o estado
binomial sa˜o dados por:
〈n〉B = pM ,
〈∆n2〉B = 〈n2〉B − 〈n〉2B = pM(1− p) .
(2.119)
Analisando o paraˆmetro Q deMandel para este estado, temos Q = −p. Assim, o estado binomial,
e´ intrinsecamente sub-Poissoniano para qualquer valor de p, exceto no limite do estado coerente
(inclusive o estado de va´cuo, p = 0), sendo independente de M . O caso extremo de cara´ter sub-
Poissoniano deste estado e´ o estado de nu´mero, para o qual p = 1 [40].
Estado Te´rmico ρT
Ate´ agora, apresentamos estados quaˆnticos puros do campo eletromagne´tico. Contudo temos
bastante familiaridade com uma classe de campo de radiac¸a˜o proveniente de fontes como o Sol,
laˆmpadas, etc., denominado estado te´rmico ou cao´tico.
Figura 2.7: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado te´rmico com 〈n〉 = 25.
De fato, a teoria quaˆntica foi funda-
mentada em problemas concernentes a` luz
te´rmica, sendo parcialmente resolvidos por
Planck em 1900. A luz te´rmica foi o pri-
meiro estado do campo de radiac¸a˜o eletro-
magne´tico a ser quantizado, originando a teo-
ria quaˆntica.
O estado te´rmico consiste de um estado de
mistura estatı´stica e, portanto, na˜o pode ser
descrito por um vetor de estado normalizado
|ψ〉 requerindo, assim, o uso do formalismo
do operador densidade ρT para sua representac¸a˜o. Para um campo mono-modo, o operador den-
sidade para um campo te´rmico de uma cavidade mantida a uma temperatura T pode ser expresso
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em termos dos estados de nu´mero como segue [42]:
ρT =
∞∑
n=0
P Tn |n〉〈n| , (2.120)
sendo
P Tn =
〈n〉nT
(1 + 〈n〉T )n+1 (2.121)
a distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o estado te´rmico do campo, com
〈n〉T = 1eβ}ω − 1 ,
〈∆n2〉T = 〈n2〉T − 〈n〉2T = 〈n〉T (〈n〉T + 1) .
(2.122)
A distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons acima tem amesma forma (a menos dos zeros) da distribui-
c¸a˜o obtida para o estado de va´cuo comprimido (Figura 2.5). O paraˆmetro Q de Mandel para o
estado te´rmico e´ sempre maior que zero, ou seja, este estado tem uma estatı´stica de fo´tons super-
Poissoniana [42].
Estado “Gato” de Schro¨dinger |α;ϑ〉
Do princı´pio da superposic¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica [20], e´ de se esperar efeitos interessantes
devido a interfereˆncia caracterı´stica de superposic¸o˜es de estados quaˆnticos quando comparadas ao
correspondente cla´ssico.
Particularmente interessantes sa˜o as superposic¸o˜es de estados coerentes [42], devido ao pro-
blema do “gato” de Schro¨dinger, isto e´, a possibilidade de produzir superposic¸o˜es quaˆnticas ma-
croscopicamente distinguı´veis, uma vez que tais estados sa˜o quasi-cla´ssicos.
Podemos descrever uma classe de estados do tipo “gato” de Schro¨dinger (superposic¸a˜o de
apenas dois estados coerentes), usando a notac¸a˜o compacta abaixo:
|α;ϑ〉 = C 12 (|α〉+ eiϑ|−α〉) , (2.123)
no qual
C = 12
(
1 + e−2|α|2 cosϑ
)−1
. (2.124)
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A expansa˜o deste estado na base de estado de nu´mero e´ dada por
|α;ϑ〉 = C 12 e− 12 |α|2
∞∑
n=0
[
1 + (−1)neiϑ] αn√
n!
|n〉 . (2.125)
Se ϑ = 0, temos o denominado estado “gato” de Schro¨dinger “par”. Para ϑ = pi, temos o deno-
minado estado “gato” de Schro¨dinger “ı´mpar”. Quando ϑ = pi2 , teremos o denominado estado
coerente de Yurke-Stoler [14].
Podemos notar que o estado na equac¸a˜o (2.123) e´ um auto-estado do quadrado do operador
aniquilac¸a˜o de fo´tons,
a2|α;ϑ〉 = α2|α;ϑ〉 . (2.126)
O estado |α;ϑ〉 e´ uma superposic¸a˜o de dois estados coerentes com a mesma intensidade |α|2, mas
com uma diferenc¸a de fase igual a pi (α = |α|eiφ e −α = |α|ei(φ+pi)).
Em contraste com a superposic¸a˜o quaˆntica de estados coerentes, e´ possı´vel obter misturas
estatı´sticas (cla´ssicas) de estados quaˆnticos. Considerando que existe uma probabilidade p+ de
numa medida encontrar o estado |α〉 e uma probabilidade p− de encontrar o estado |−α〉, tal que
p+ + p− = 1, podemos descrever o estado do sistema pelo seguinte operador densidade [42]:
ρmix = p+|α〉〈α|+ p−|−α〉〈−α| , (2.127)
O formalismo do operador densidade permite uma representac¸a˜o unificada dos estados de
superposic¸a˜o quaˆntica e de mistura estatı´stica. O operador densidade para o estado “gato” de
Schro¨dinger em (2.123) e´ dado por
ρSC = |α;ϑ〉〈α;ϑ| = C(|α〉〈α|+ |−α〉〈−α|+ eiϑ|−α〉〈α|+ e−iϑ|α〉〈−α|) , (2.128)
no qual C e´ a constante de normalizac¸a˜o na equac¸a˜o (2.123).
Analisando o operador densidade da mistura estatı´stica de estados coerentes (2.127), pode-
mos facilmente observar que a distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons e´ exatamente uma distribuic¸a˜o de
Poisson Pmixn = e−α
2 α2n
n! , conforme obtido para o estado coerente (Figura 2.2), mostrando a grande
similaridade entre esses dois estados. Para o estado de superposic¸a˜o, entretanto, a situac¸a˜o e´ bas-
tante diferente. A distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons e´ facilmente calculada do operador densidade
(2.128) e (2.81),
PSCn = |〈n|α;ϑ〉|2 =
|α|2ne−|α|2
n!(1 + e−2|α|2 cosϑ)
, (2.129)
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com o respectivo nu´mero me´dio de fo´tons
〈n〉SC = |α|2 1− e
−2|α|2 cosϑ
1 + e−2|α|2 cosϑ
. (2.130)
Figura 2.8: Distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons para o
estado de superposic¸a˜o coerente “par” com |α|2 =
25.
Fazendo ϑ = 0, o estado “gato” de
Schro¨dinger “par” apresenta uma probabili-
dade na˜o nula de ter nu´mero par de fo´tons
e nula de ter nu´mero ı´mpar de fo´tons; o
contra´rio e´ observado quando ϑ = pi (“gato”
de Schro¨dinger “ı´mpar”). No entanto, para o
estado coerente de Yurke-Stoler, que e´ um es-
tado coerente transformado unitariamente, a
distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons permanece
Poissoniana, sem qualquer oscilac¸a˜o [42].
O paraˆmetro Q deMandel para a mistura
estatı´stica de estados coerentes e´ nulo, isto e´,
este estado exibe estatı´stica Poissoniana. Para os estados “gato” de Schro¨dinger par e ı´mpar temos
Qpar(ı´mpar) = (−)4|α|
2e−2|α|2
1− e−4|α|2] >(<)0 , (2.131)
ou seja, o estado de superposic¸a˜o par (ı´mpar) exibe estatı´stica de fo´tons super(sub)-Poissoniana e
o estado de Yurke-Stoler, estatı´stica de fo´tons Poissoniana Q = 0.
A descric¸a˜o estatı´stica de um sistema microsco´pico e´ usualmente feita em termos do forma-
lismo de operador densidade ρ. Contudo, a dificuldade de se ter uma descric¸a˜o u´nica da mecaˆnica
quaˆntica no espac¸o de fase similar a` mecaˆnica cla´ssica reside nas relac¸o˜es de comutac¸a˜o (2.45), ou
seja, devido a estas grandezas serem operadores que na˜o comutam.
Para um sistema fı´sico, existe uma famı´lia de func¸o˜es associadas aos c-numbers, devido a dife-
rentes possibilidades de ordenamento de operadores na teoria quaˆntica. Ale´m disso, a interpreta-
c¸a˜o de alguns estados quaˆnticos atrave´s de uma distribuic¸a˜o de probabilidade positivo-definida
na˜o e´ possı´vel, sendo necessa´rio recorrer a`s denominadas func¸o˜es de quasi-probabilidades, que
sa˜o representac¸o˜es dos estados quaˆnticos na base de estados coerentes |α〉, conforme abordado no
Apeˆndice A.
3Operador Fase do Campo
A fase representa um importante papel em o´ptica cla´ssica sendo crucial na explicac¸a˜o de fenoˆ-
menos ba´sicos, tais como interfereˆncia e difrac¸a˜o. A fase e´ experimentalmente significante em
te´cnicas de formac¸a˜o de imagens, tais como ressonaˆncia magne´tica, holografia o´ptica e combinac¸a˜o
de fase, ale´m de interferometria laser. Portanto, me´todos de medida e reconstruc¸a˜o da fase sa˜o
direc¸o˜es importantes na o´ptica cla´ssica. Os me´todos mais eficientes de medida de fase sa˜o os de
detecc¸a˜o homo´dina e hetero´dina [43].
A representac¸a˜o cla´ssica da fase esta´ baseada na considerac¸a˜o de fortes campos o´pticos repro-
duzidos atrave´s de lasers, sendo drasticamente alterada quando se considera feixes o´pticos de baixa
intensidade. Neste caso, as propriedades estatı´sticas quaˆnticas dos campos sa˜o essenciais para a
sua completa descric¸a˜o. Tal descric¸a˜o pode ser representada convenientemente no espac¸o de fase.
A dificuldade com a definic¸a˜o da fase quaˆntica de campos o´pticos extremamente fracos esta´ na
multiplicidade de conceitos de fase quaˆntica existentes. A fase quaˆntica canoˆnica consiste numa
definic¸a˜o de distribuic¸a˜o de fase, pore´m persiste a na˜o existeˆncia de um operador fase Hermitiano.
Apenas o ordenamento anti-normal dos operadores do campo a e a† produz a distribuic¸a˜o de fase
(conveniente) esperada.
Pode-se dizer que qualquer conceito de fase quaˆntica esta´ associado a um operador fase Her-
mitiano. Pegg e Barnett [44] demonstraram que um paraˆmetro pode ser introduzido a fim de se
obter uma sequ¨eˆncia de operadores fase Hermitianos, recuperando a distribuic¸a˜o de fase canoˆnica
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apo´s tender o paraˆmetro ao infinito. Cada um dos conceitos de fase quaˆntica surgiu de uma ana´lise
de esquemas experimentais u´teis para a medida da fase quaˆntica.
Todos esses conceitos sa˜o u´teis na interpretac¸a˜o de medidas dependentes da fase em mecaˆnica
quaˆntica. Em particular, sa˜o apropriados para interferometria quaˆntica, proporcionando novas
informac¸o˜es experimentais e teo´ricas sobre as trajeto´rias de fo´tons e visibilidade de franjas de in-
terfereˆncia, possibilidade de restaurac¸a˜o (apagador o´ptico), fenoˆmenos de interfereˆncia de dois
fo´tons, comportamento dual de um u´nico fo´ton, na˜o-localidade de sistemas quaˆnticos e correlac¸o˜es
Einstein-Podolsky-Rosen e suas aplicac¸o˜es em criptografia quaˆntica, comunicac¸o˜es quaˆnticas e
com-putac¸a˜o quaˆntica.
Aplicac¸o˜es importantes sa˜o obtidas em medidas de na˜o-demolic¸a˜o quaˆntica (QND), uma vez
que o ruı´do quaˆntico que surge na medida esta´ relacionado a observa´vel conjugada. Assim, um
tipo de engenharia de ruı´do quaˆntico pode ser capaz de manipula´-lo. Diferentes maneiras interes-
santes de se medir a fase quaˆntica sa˜o obtidas usando processos o´pticos na˜o-lineares.
Mas a fase quaˆntica e´, de fato, uma quantidade observa´vel? Podemos medir a fase? Certa-
mente, todas as medidas de interfereˆncia e padro˜es de interfereˆncia dependem da fase do sinal
(em relac¸a˜o a uma certa refereˆncia). Na o´ptica cla´ssica, a fase φ e´ apenas o argumento da ampli-
tude de onda complexa α, tal que α = |α|eiφ. Contudo, na o´ptica quaˆntica, tanto a fase “φ” como a
amplitude “|α|” flutuam, e, desafortunadamente, na˜o podemos separar claramente a fase e o ruı´do
da intensidade. Apenas uma grande amplitude faz com que o ruı´do na intensidade torne-se des-
prezı´vel comparado com a pro´pria intensidade e, enta˜o, poderemos medir a fase precisamente. De
nossa intuic¸a˜o a respeito da natureza quaˆntica da fase, podemos esperar que seja complementar
ao nu´mero de fo´tons. Consequ¨entemente, medidas de fase na˜o podem ser realizadas com perfeita
exatida˜o.
Muitos desses resultados teˆm sido abordados em livros recentes [21, 26, 45, 46, 47] e em artigos
de revisa˜o [43, 44, 48, 49].
3.1 Fase Cla´ssica
Em suas engenhosas investigac¸o˜es, Planck e Einstein consideraram a hipo´tese de nı´veis discre-
tos de energia de acordo com a condic¸a˜o de quantizac¸a˜o de Bohr-Sommerfeld. Como essa “antiga”
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teoria se apoiou no conceito cla´ssico do espac¸o de fase, abordaremos os pontos que se relacionam
com o problema da fase na mecaˆnica quaˆntica.
Um sistema mecaˆnico de um u´nico grau de liberdade e´ completamente especificado em qual-
quer tempo t pelas coordenadas generalizadas q e p. Assim, o estado do sistema e´ dado por um
ponto (q, p) no espac¸o de fase. A mecaˆnica cla´ssica responde como este ponto se move no espac¸o
de fase. As equac¸o˜es de Hamilton canoˆnicas descrevem este movimento e as duas varia´veis q e p
sa˜o denominadas varia´veis canoˆnicas,
q˙ =
∂H
∂p
,
p˙ = −∂H
∂q
,
(3.1)
em que H ≡ H(q, p, t) e´ uma dada Hamiltoniana. Uma expressa˜o importante e´ o pareˆnteses de
Poisson {A,B} das varia´veis dinaˆmicas A(q, p) e B(q, p) dado por
{A,B} = ∂A
∂q
∂B
∂p
− ∂A
∂p
∂B
∂q
. (3.2)
De acordo com o princı´pio da correspondeˆncia de Bohr podemos introduzir o comutador
cla´ssico
[A,B] = i}{A,B} (3.3)
no qual } na˜o pertence propriamente a mecaˆnica cla´ssica. Como um caso particular, mencionamos
o pareˆnteses {q, p} = 1. Nesta notac¸a˜o, as equac¸o˜es canoˆnicas de Hamilton podem ser reescritas
como
q˙ = {q,H}
p˙ = {p,H}
(3.4)
e de uma forma mais geral, V˙ = {V,H}, ou seja, a varia´vel V na˜o tem dependeˆncia explı´cita de t.
Ilustraremos o conceito particularmente u´til das denominadas varia´vel ac¸a˜o e varia´vel aˆngulo.
A varia´vel ac¸a˜o J e´ definida sobre cada contorno de nı´vel de energia
J =
∮
dq p , (3.5)
calculada sobre um ciclo completo de variac¸a˜o de q. Para facilitar o entendimento, definimos a
varia´vel aˆngulo como ϕ = 12piωt, em que ω e´ a frequ¨eˆncia do movimento sobre o contorno de nı´vel
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de energia no espac¸o de fase, tal que ϕ e J esta˜o relacionadas a q e p pela transformac¸a˜o canoˆnica
{ϕ, J} = 1.
A Hamiltoniana de um oscilador harmoˆnico simples unidimensional de massa unita´ria, pode
ser obtida da relac¸a˜o (2.40) para um u´nico modo do campo,
H = 12
(
p2 + ω2q2
)
. (3.6)
Como a Hamiltoniana e´ uma constante do movimento, escolhemos seu valor de acordo com as
condic¸o˜es q(t)|t=0 > 0 e a partı´cula em repouso, ou seja,
q(t)|t=0 =
√
2H
ω
e p(t)|t=0 = 0 . (3.7)
Da relac¸a˜o (3.5) obtemos, enta˜o, a ac¸a˜o do oscilador harmoˆnico:
J =
∫ −√2H
ω
q=
√
2H
ω
,p60
dq p+
∫ √2H
ω
q=−
√
2H
ω
,p>0
dq p
= 2
∫ √2H
ω
−
√
2H
ω
dq
√
2H− ω2q2 (3.8)
= 2pi
H
ω
.
Omovimento, inicialmente obedecendo a (3.7), agora e´ descrito por
q ≡ q(t) =
√
2H cosωt. (3.9)
Usando a relac¸a˜o da varia´vel aˆngulo ϕ = 12piωt, podemos eliminar a dependeˆncia temporal
explı´cita, obtendo q =
√
2H cosϕ =
√
J
piω cosϕ. Reescrevendo a varia´vel ac¸a˜o em termos de q e p,
J =
pi
ω
(
p2 + ω2q2
)
, (3.10)
e tambe´m a varia´vel aˆngulo [50]
ϕ = arctan
p
ωq
, (3.11)
o que permite obter a varia´vel canoˆnica p dada por:
p = −
√
Jω
pi
sinϕ . (3.12)
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Notamos que, paraH = 0, e´ impossı´vel definir a varia´vel aˆngulo ϕ.
Estas sa˜o transformac¸o˜es u´teis que levam a uma expressa˜o bastante simples para as varia´veis
ac¸a˜o e aˆngulo. Com o propo´sito de obter uma normalizac¸a˜o mais conveniente que a obtida em
(2.37), introduzimos a amplitude complexa
α =
1√
2}ω
(ωq + ip) , (3.13)
no qual observamos, de (3.3), que
[
α, α∗
]
= 1. Considerando a relac¸a˜o inversa para (3.13), obtemos
a Hamiltoniana
H = }ω|α|2 (3.14)
e
J = 2pi}|α|2 . (3.15)
Usando as relac¸o˜es (3.9) e (3.12), reescrevemos a amplitude complexa do oscilador
α =
√
J
2pi}
e−iϕ = |α|eiφ . (3.16)
sendo ϕ = −φ.
Temos enta˜o que, classicamente, a decomposic¸a˜o polar e´ simples e na˜o apresenta problemas.
Para descrever o comportamento de um ensemble de osciladores de diferentes fases usamos a
func¸a˜o de probabilidade de fase P (ϕ), onde P (ϕ) dϕ e´ a probabilidade de encontrar a fase de um
oscilador particular no domı´nio de ϕ0 ate´ ϕ0+dϕ. A distribuic¸a˜o e´ normalizada num determinado
intervalo 2pi (arbitra´rio), isto e´, ∫ ϕ0+2pi
ϕ0
dϕP (ϕ) = 1 . (3.17)
Casos Extremos
Consideramos os dois casos extremos de distribuic¸a˜o de probabilidade. Primeiramente, uma
distribuic¸a˜o de fase bem definida dada por P (ϕ) = δ(ϕ − ϕ0), temos o valor me´dio da fase dado
por
〈ϕ〉 =
∫ ϕ0+2pi
ϕ0
dϕϕP (ϕ) = ϕ0 , (3.18)
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o que nos leva a obter uma variaˆncia igual a
〈∆ϕ2〉 = 〈ϕ2〉 − 〈ϕ〉2 = 0 . (3.19)
O caso extremo a este possui uma distribuic¸a˜o de fase uniforme dada por P (ϕ) = 12pi , tal que
〈ϕ〉 = ϕ0 + pi ,
〈∆ϕ2〉 = pi
2
3
.
(3.20)
3.2 Fase Quaˆntica
No comec¸o da “antiga” teoria quaˆntica, cujos princı´pios foram apresentados por Planck e
Einstein, a discretizac¸a˜o dos nı´veis de energia foi de fundamental importaˆncia para a explicac¸a˜o
dos novos fenoˆmenos (na˜o-cla´ssicos) observados e que levaramHeisenberg e seus contemporaˆneos
a`s suas representac¸o˜es da mecaˆnica cla´ssica e da “moderna” teoria quaˆntica.
O princı´pio, um tanto filoso´fico, da complementaridade de Bohr [51] foi formalizado em ter-
mos das varia´veis canonicamente conjugadas. Logo tornou-se evidente que algumas propriedades
fı´sicas existentes na˜o podiam ser derivadas atrave´s da quantizac¸a˜o damecaˆnica cla´ssica, por exem-
plo, o spin semi-inteiro. Contudo a quantizac¸a˜o canoˆnica tem sido o procedimento mais relevante,
embora existam procedimentos de quantizac¸a˜o alternativos disponı´veis.
Considerando que os operadores posic¸a˜o q e momento p sa˜o canonicamente conjugados e re-
sultam do procedimento de quantizac¸a˜o canoˆnica, podemos esperar que o mesmo procedimento
produza os operadores ac¸a˜o e aˆngulo. Contudo, London [52, 53] mostrou que isto na˜o poderia ser
obtido completamente e providenciou uma soluc¸a˜o condescendente. Com a o´ptica quaˆntica em
mente, reescrevemos agora o pareˆnteses de Poisson {φ, J} = 1 na forma do comutador cla´ssico[|α|2, φ] = i . (3.21)
Faremos agora uma prova indireta de que a validade de (3.21) esta´ relacionada a` natureza
de “mu´ltiplo-valor” da fase. A varia´vel fase dependente do tempo apresenta esta propriedade
quando fica ta˜o contı´nua quanto possı´vel, ao contra´rio do tratamento estatı´stico e probabilı´stico,
que requer que a fase tenha um u´nico valor. Considerando que φ ostenta um u´nico valor e fazendo
θ = argα, (3.21) torna-se [|α|2, φ] = i∂φ
∂θ
. (3.22)
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Restringindo φ ao intervalo-2pi θ0 6 φ < θ0 + 2pi, integramos a equac¸a˜o (3.21) encontrando
0 = ±2pii, o que representa uma contradic¸a˜o. De fato, os va´rios valores permitidos para a fase
aumentam ou diminuem de 2pi, dependendo do sentido hora´rio ou anti-hora´rio da integrac¸a˜o.
Uma escolha comum de θ0 pode ser 0 ou −pi, pore´m preservamos aqui o caso geral arbitra´rio
θ0. Denotamos essa escolha de domı´nio adicionando o subscrito θ a φ. Assim φθ assume apenas
um u´nico valor desde θ0+2pi ate´ θ0 no sentido anti-hora´rio e desde θ0 ate´ θ0+2pi no sentido hora´rio.
Quando a fase e´ restringida desta maneira, passa a ter o seguinte comutador cla´ssico[|α|2, φθ] = i[1− 2piδ(φ− θ0)] . (3.23)
A complexidade que o comutador apresenta indica que as propriedades dinaˆmicas da fase
tambe´m sera˜o complicadas. A fase φθ e´ uma func¸a˜o “dente-de-serra” perio´dica e descreve o mo-
vimento do oscilador harmoˆnico. Considerando a Hamiltoniana da forma H = ∓}φ, temos as
equac¸o˜es de movimento dadas por
d
dt
|α|2 = ∓1 . (3.24)
Apesar da escolha do sinal “mais” em (3.24) na˜o levar nenhuma dificuldade, a escolha do sinal
“menos” leva a` violac¸a˜o da condic¸a˜o |α|2 > 0. Esta situac¸a˜o encontra um ana´logo quaˆntico, em
que usualmente esta´ relacionado ao limite inferior do espectro. A “dinaˆmica” apropriada e´ discreta
no tempo e na˜o-unita´ria e, no aˆmbito cla´ssico, temos um exemplo de transformac¸a˜o na˜o-canoˆnica.
Usualmente, no aˆmbito quaˆntico, esta´ enfatizado que o comutador (3.23) pode ser evitado usando
func¸o˜es de fase 2pi-perio´dicas, especialmente sinφ e cosφ, etc.
Podemos obter de (2.46) o Hamiltoniano do oscilador harmoˆnico quantizado
H = 12
(
p2 + ω2q2
)
, (3.25)
nos quais q e p sa˜o os operadores posic¸a˜o e momento canonicamente conjugados, obedecendo[
q,p
]
= i}.
Considerando os auto-estados de q e p,
q|q〉 = q|q〉 e p|p〉 = p|p〉 , (3.26)
vemos que estes satisfazem as relac¸o˜es de ortogonalidade e produto escalar
〈q|q′〉 = δ(q − q′), 〈p|p′〉 = δ(p− p′) ,
〈q|p〉 = 1
2pi}
e
i
} qp .
(3.27)
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O fato do oscilador harmoˆnico unidimensional exibir nı´veis de energia igualmente espac¸ados,
motivou a definic¸a˜o dos operadores de aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o no despertar da teoria quaˆntica. Da
relac¸a˜o (2.47), temos o operador de aniquilac¸a˜o de fo´tons
a =
1√
2}ω
(ωq + ip) , (3.28)
o qual satisfaz a relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[
a,a†
]
= 1. Podemos enta˜o reescrever o Hamiltoniano em
termos de a e a†, o que resulta em
H = }ω
(
a†a+ 12
)
, (3.29)
e considerar o operador nu´mero de fo´tons para o oscilador n = a†a.
3.2.1 Formalismo de Dirac
O famoso problema da fase persiste desde Dirac [54], que definiu o operador fase implicita-
mente atrave´s da relac¸a˜o∗
a = eiφn
1
2 . (3.30)
Ao definir o operador fase explicitamente como
φ = −i lnR , (3.31)
tal que
a = Rn
1
2 , (3.32)
teremos a decomposic¸a˜o do operador a desejada. Pore´m, encontramos se´rios problemas. Estes
problemas foram considerados nas primeiras crı´ticas a esta definic¸a˜o [52, 27, 55].
Fontes dos Problemas
Abordamos agora alguns dos principais problemas que aparecem nas tentativas de se obter um
operador fase Hermitiano. Primeiramente, o operadorR = eiφ na˜o e´ unita´rio visto que
RnR† = n+ 1 . (3.33)
∗Em seu trabalho original, Dirac considera e−iφ em (3.30). Contudo, devido a` maioria dos trabalhos posteriores,
escolhemos eiφ.
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Logo, na˜o e´ definido unicamente por (3.32), pois na˜o pode ser divido em ambos os lados por n
1
2
em (3.32). Uma ana´lise mostra que esta ambigu¨idade afeta apenas os elementos de matriz 〈n|R|n〉.
Usualmente considera-se que 〈n|R|n〉 = 0, para n inteiro positivo, enta˜o
R =
∞∑
n=0
|n〉〈n+ 1| . (3.34)
Desprezando esta dificuldade, de fato, derivamos uma relac¸a˜o de comutac¸a˜o correta [56][
eiφ,n
]
= eiφ , (3.35)
que pode ser obedecida por uma grande classe de operadores. Expandindo eiφ, usando (2.79) em
ambos os lados de (3.35) e igualando os termos de mesma ordem, deduzimos, particularmente
para os termos de ordens menores, que n e φ sa˜o varia´veis canonicamente conjugadas [43]:[
n,φ
]
= i . (3.36)
Esta equac¸a˜o, na melhor das hipo´teses, imprecisa, leva a` relac¸a˜o de incerteza
〈∆n2〉〈∆φ2〉 > 1
4
. (3.37)
O operador fase teria, enta˜o, um domı´nio de −∞ ate´∞. Concentrando nossa atenc¸a˜o apenas
sobre a validade da equac¸a˜o (3.36), consideramos os elementos de matriz de ambos os lados dessa
equac¸a˜o na base de Fock |n〉 [27],
〈n|[n,φ]|n′〉 = i〈n|n′〉
(n− n′)〈n|φ|n′〉 = iδn,n′ .
(3.38)
Os elementos de matriz diagonais teˆm propriedades contradito´rias, isto e´, 0 = i para n = n′,
devido a |〈n|[n,φ]|n〉| ser uma varia´vel aˆngulo e, portanto, limitada. Isto implica que [n,φ] 6= i.
Logo, apenas operadores sem limite no domı´nio poderiam satisfazer as relac¸o˜es de comutac¸a˜o
canoˆnicas.
Podemos apreciar melhor esta dificuldade comparando o tratamento dos operadores n e φ a
um outro bastante similar: a componente Lz do momento angular e seu operador aˆngulo conju-
gado [57, 58, 59]. Nesta analogia, Lz corresponde ao operador n. Considerando Lz e o operador
aˆngulo associado θ canonicamente conjugados, tal que satisfac¸am o comutador[
Lz,θ
]
= i , (3.39)
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e escolhendo, arbitrariamente, o intervalo perio´dico −pi a pi, a relac¸a˜o entre θ e φ apresentara´
descontinuidades produzindo uma func¸a˜o-δ na relac¸a˜o de comutac¸a˜o para Lz e φ,[
Lz,φ
]
= i
[
1− 2piδ(φ− pi)] . (3.40)
O mesmo argumento tambe´m vale para
[
n,φ
]
, visto que e´ isomo´rfico a
[
Lz,φ
]
, pore´m, o espectro
de n deve ser artificialmente estendido a −∞.
O fato do espectro de n (ao contra´rio do espectro de Lz) ser limitado inferiormente e´ outro
impedimento na construc¸a˜o de um operador fase Hermitiano. Portanto, uma relac¸a˜o como (3.40)
na˜o se aplica para n e φ.
Por exemplo, ao considerarmos a base de estado de fase |φ〉, tal que φ|φ〉 = φ|φ〉, os elementos
de matriz de uma relac¸a˜o como (3.40) para
[
n,φ
]
(considerando −pi < φ 6 pi), seriam
〈φ|[n,φ]|φ′〉 = (φ′ − φ)〈φ|n|φ′〉 = iδ(φ− φ′) , (3.41)
o que implica em
〈φ|n|φ′〉 = −iδ(φ− φ
′)
φ− φ′ = i
d
dφ
δ(φ− φ′) . (3.42)
Definindo um estado |ψ〉 = ∫ pi−pi dφψ(φ)|φ〉 na base de estado de fase e ψ(φ) sendo uma func¸a˜o
complexa, encontramos
〈ψ|n|ψ〉 =
∫ pi
−pi
dφ
∫ pi
−pi
dφ′ ψ∗(φ)ψ(φ′)〈φ|n|φ′〉 =
∫ pi
−pi
dφψ∗(φ)i
d
dφ
ψ(φ) . (3.43)
Assim, para o estado ψ(φ) = 12pi e
−inφ, temos que 〈ψ|n|ψ〉 = n, mas para ψ(φ) = 12pi einφ, temos
〈ψ|n|ψ〉 = −n, de onde vemos que uma relac¸a˜o como (3.40) na˜o pode ser va´lida para o comutador[
n,φ
]
, pois n e´ limitado inferiormente.
Voltando a` ana´lise da relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[
Jz,φ
]
, usando a base de estado de nu´mero, tere-
mos a relac¸a˜o para os elementos de matriz de
[
n,φ
]
,
〈n|[n,φ]|n′〉 = i[1− 2pi〈n|δ(φ− pi)|n′〉] . (3.44)
Analogamente a (3.27), podemos obter uma relac¸a˜o de ortogonalidade para n e φ tal que
〈φ|n〉 ∝ einφ. Logo,
(n− n′)〈n|φ|n′〉 = i[1− ei(n−n′)pi] , (3.45)
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que, ao contra´rio de (3.36), e´ uma relac¸a˜o de comutac¸a˜o matematicamente consistente.
Todas as dificuldades na definic¸a˜o de um operador Hermitiano para a fase esta˜o relacionadas
ao fato do operadorR na˜o ser unita´rio [52], isto e´,R†R 6= I , embora
RR† = I . (3.46)
3.2.2 Formalismo de Susskind -Glogower
Para evitar problemas com o domı´nio do operador φ, Louisell [27] sugeriu trabalhar com
func¸o˜es perio´dicas desse operador. Susskind e Glogower [55] seguiram esta ide´ia e a implemen-
taram examinando func¸o˜es tais como cosφ, sinφ e eiφ. Uma boa definic¸a˜o do operadorR, e´ dada
pela relac¸a˜o modificada de (3.32) abaixo,
a = (n+ 1)
1
2R , (3.47)
de onde obtemos o ansatz de Susskind -Glogower :
R ≡ (n+ 1)− 12a e R† ≡ a†(n+ 1)− 12 . (3.48)
Observamos queR eR† sa˜o os ana´logos de e±iφ, definidos em (3.34). Similarmente, os opera-
dores
C ≡ 1
2
(
R+R†
)
e S ≡ 1
2i
(
R−R†) , (3.49)
sa˜o os ana´logos de cosφ e sinφ, respectivamente.
Da expansa˜o de n
1
2 , a e a† na base de Fock,
n
1
2 =
∞∑
n=0
√
n|n〉〈n| =
∞∑
n=0
√
n+ 1|n+ 1〉〈n+ 1| , (3.50)
a =
∞∑
n=0
√
n+ 1|n〉〈n+ 1| , (3.51)
a† =
∞∑
n=0
√
n+ 1|n+ 1〉〈n| , (3.52)
obtemos a expansa˜o deR nesta mesma base |n〉:
R =
∞∑
n=0
|n〉〈n+ 1| . (3.53)
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E´ fa´cil mostrar queR continua com a isometria em relac¸a˜o a` unitaridade, isto e´, emboraRR† =
I , temos
R†R = I − |0〉〈0| , (3.54)
assim como a relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[
R,R†
]
= |0〉〈0| . (3.55)
Logo, R na˜o pode ser considerado como um operador fase exponencial de um operador fase
Hermitiano. O projetor do estado de va´cuo |0〉〈0| nas equac¸o˜es acima, “arruina” a unitaridade
e a comutatividade de R e R† . Contudo, pode se observar que a na˜o-unitaridade e a na˜o-
comutatividade do operador R e´ relevante apenas para estados do campo |ψ〉 que tenham uma
sobreposic¸a˜o significativa com o estado de va´cuo, ou seja, para estados do campo com grande
nu´mero me´dio de fo´tons (〈n〉  1):
〈ψ|[R,R†]|ψ〉 = |〈0|ψ〉|2 . (3.56)
Assim, podemos desprezar a componente do estado de va´cuo em (3.54) e considerarR aproxima-
damente unita´rio.
Agora, utilizando as definic¸o˜es (3.48) e (3.49), obtemos as relac¸o˜es[
C,n
]
= iS ,[
S,n
]
= −iC ,[
C,S
]
= i2 |0〉〈0| ,
C2 + S2 = I − 12 |0〉〈0| .
(3.57)
Nas duas u´ltimas equac¸o˜es, novamente, encontramos o projetor do estado de va´cuo “arruinando”
a comutatividade de C e S e a identidade trigonome´trica desses operadores.
Auto-Estados do OperadorR
Consideramos agora o problema de autovalores paraR. Postulando a equac¸a˜o de autovalores
R|φ〉 = eiφ|φ〉 (3.58)
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e expandindo |φ〉 na base de Fock,
|φ〉 =
∞∑
n=0
cn|n〉 , (3.59)
facilmente obtemos a relac¸a˜o de recorreˆncia
cn+1 = eiφcn , (3.60)
que pode ser satisfeita fazendo cn = c0einφ. Assim, os auto-estados de R expandidos na base |n〉
sa˜o
|φ〉 = c0
∞∑
n=0
einφ|n〉 . (3.61)
Se o campo de radiac¸a˜o e´ um campo livre, com operador evoluc¸a˜o temporal unita´rio U(t) =
e−iωnt, facilmente deduzimos que
|φ(t)〉 = U(t)|φ〉 = |φ− ωt〉 . (3.62)
Ale´m disso, os estados de fase satisfazem as condic¸o˜es de periodicidade |φ〉 = |φ+2pi〉 e identidade
1
|c0
√
2pi|2
∫ 2pi
0
dφ |φ〉〈φ| =
∞∑
n,m=0
|n〉〈m| 1
2pi
∫ 2pi
0
dφ ei(n−m)φ =
∞∑
n,m=0
|n〉〈m|δn,m = I . (3.63)
Tendo em mente uma representac¸a˜o cla´ssica da fase, os estados
|φ〉 = 1√
2pi
∞∑
n=0
einφ|n〉 (3.64)
podem ser considerados como estados de fase quaˆnticos [52]. Em particular, a equac¸a˜o (3.62)
implica que um estado de fase deve permanecer um estado de fase para qualquer tempo. Desafor-
tunadamente, os estados |φ〉 na˜o sa˜o ortogonais e, portanto, na˜o podem ser normalizados de uma
maneira adequada. De fato, deduzimos de (3.64) que†
〈φ|φ′〉 = 1
2pi
∞∑
n=0
e−in(φ−φ
′) =
1
4pi
+
1
2pi
δ(φ− φ′)− i
4pi
cot
[
1
2(φ− φ′)
]
, (3.65)
†As relac¸o˜es 2
∑∞
n=1 sin (nφ) = cot (
φ
2
) e
∑∞
n=1 cos (nφ) − 12 = pi
∑∞
n=−∞ δ(φ − 2npi) sa˜o va´lidas, sendo a u´ltima
resultante da identidade
∑∞
n=−∞ e
inφ = 2pi
∑∞
n=−∞ δ(φ− 2npi).
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para 0 6 |φ− φ′| < 2pi. Claramente, os estados |φ〉 na˜o sa˜o auto-estados deR†, o que e´ significante
para a ana´lise de estados do campo que substancialmente se sobrepo˜em com o estado de va´cuo.
Combinando as equac¸o˜es (3.53) e (3.64), obtemos
R†|φ〉 = e−iφ
(
|φ〉 − 1√
2pi
|0〉
)
. (3.66)
Na˜o obstante, os estados |φ〉 podem ser u´teis, pois determinam a identidade (3.63). Logo, qual-
quer estado fı´sico |φ〉 pode ser expresso em termos desses estados de fase:
|Ψ〉 =
∫ 2pi
0
dφ |φ〉〈φ|Ψ〉 . (3.67)
Similarmente, os operadores sa˜o tambe´m expressos em termos de |φ〉. Deste ponto de vista mais
geral, pode ser de menor importaˆncia que os estados de fase na˜o permitam uma interpretac¸a˜o de
P (φ) = |〈φ|Ψ〉|2 como uma distribuic¸a˜o de probabilidade de fase caracterı´stica.
O formalismo de Susskind e Glogower fornece uma teoria completa e razoavelmente consis-
tente para o operador fase. Devido a isso, se tornou, por algum tempo, o formalismo padra˜o para
a discussa˜o de problemas relativos a fase, bem como um ponto de refereˆncia para a asserc¸a˜o do
sucesso de novas teorias [43].
3.2.3 Formalismo de Pegg-Barnett
Para preservar o conceito de operador fase exponencial e evitar as dificuldades pertinentes da
na˜o unitaridade deR, a partir de 1986, Pegg e Barnett [44,50,60,61] lanc¸aram uma se´rie de artigos
com o intuito de retomar o problema da fase na mecaˆnica quaˆntica, introduzindo um operador
fase exponencial R, iniciando do operador R e formalmente estendendo o espac¸o de Hilbert a
estados de nu´mero negativos. Claramente, este conceito esta´ em desacordo com os fundamentos
da mecaˆnica quaˆntica. Adotando tal extensa˜o do espac¸o H, os operadores R e R† podem ser
definidos como
R =
∞∑
n=−∞
|n〉〈n+ 1| ,
R† =
∞∑
n=−∞
|n+ 1〉〈n| .
(3.68)
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No espac¸o de Hilbert estendido, a relac¸a˜o de completeza toma a forma
∞∑
n=−∞
|n〉〈n| = I (3.69)
e, portanto
RR† =R†R = I . (3.70)
Ale´m disso, ao inve´s de (3.64), teremos
|φ〉 = 1√
2pi
∞∑
n=−∞
einφ|n〉 , (3.71)
tal que
〈φ|φ′〉 = δ(φ− φ′) . (3.72)
Lembramos que as dificuldades de interpretar fisicamente o operador fase exponencial R e o
estado de fase |φ〉, resultam do fato dos estados de nu´mero |n〉 estarem restritos apenas a valores
positivos de n.
A extensa˜o do espac¸o de Hilbert e a introduc¸a˜o do operadorR na˜o produz efeitos na˜o fı´sicos,
pois o conjunto de estados de nu´mero positivos e negativos esta˜o desacoplados. Claramente, isso
e´ verdade apenas se a sobreposic¸a˜o do estado do campo |Ψ〉 com o estado de va´cuo |0〉 puder ser
desconsiderada.
Espac¸o de Hilbert Restrito
Na˜o e´ ta˜o simples contestar a existeˆncia de um operador fase apropriado. A suspeita de que os
estados de fase de Susskind -Glogower
|φ〉 = lim
s→∞ |φ, s〉 (3.73)
tenham os vetores na˜o-normalizados
|φ, s〉 = 1√
2pi
s∑
n=0
einφ|n〉 , (3.74)
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se deve ao fato de que o limite na˜o existe no espac¸o de Hilbert infinito, devendo ser definido em
um espac¸o mais geral [62]. Desafortunadamente, nenhuma soluc¸a˜o pode ser obtida simplesmente
normalizando os vetores |φ, s〉.
Uma outra proposic¸a˜o considerada por Pegg e Barnett para “remover” a na˜o-ortogonalidade
dos estados |φ, s〉 consiste em restringir a dimensa˜o do espac¸o de Hilbert. O limite [63]
|θ〉 = lim
s→∞ |θ, s〉 , (3.75)
admite um estado de fase
|θ, s〉 = 1√
s+ 1
s∑
n=0
einθ|n〉 , (3.76)
onde |n〉 sa˜o os primeiros (s+ 1) estados de nu´mero expandidos num espac¸o (s+ 1)-dimensional
Hs, que coincide com o espac¸o de Hilbert usual quando s → ∞. Neste espac¸o Hs, Pegg e Barnett
consideraram o operador criac¸a˜o de fo´tons truncado a†s definido pela propriedade
a†s|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉 para n < s ,
0 para n > s ,
(3.77)
no qual s e´ o nu´meroma´ximo de fo´tons. Analogamente, o operador aniquilac¸a˜o de fo´tons truncado
obedece a relac¸a˜o as =
(
a†s
)†.
A versa˜o “truncada” da decomposic¸a˜o de Dirac (3.32) e´ dada por
as = Rsn
1
2 , (3.78)
em que Rs e´ um operador unita´rio a ser determinado. O operador Rs esta´ caracterizado pela
propriedade
Rs|n〉 =
 |n− 1〉 para n = 1, . . . , s ,Rs,0 para n = 0 , (3.79)
sendo Rs,0 uma unidade complexa. Da propriedade cı´clica acima, esta´ claro que a inversa do
operadorRs existe e obedece a
R−1s |n〉 =
 |n+ 1〉 para n = 0, . . . , s− 1 ,R∗s,0 para n = s . (3.80)
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Desta propriedade e de acordo com a relac¸a˜o RsR†s = I , obtemos a unitaridade do operador fase
exponencial
R†s = R
−1
s . (3.81)
Pegg e Barnett introduziram os estados de fase no espac¸o Hs como sendo a transformada de
Fourier inversa dos estados de Fock [50],
|θm〉 = 1√
s+ 1
s∑
n=0
einθm |n〉 , (3.82)
em que
θm = θ0 +
2pim
s+ 1
, (m = 0, . . . , s.) (3.83)
sa˜o os (s + 1)-valores possı´veis de θ igualmente espac¸ados no intervalo θ0 6 θm < θ0 + 2pi, sendo
θ0 uma fase arbitra´ria de refereˆncia. Com esta definic¸a˜o do estado de fase, podemos obter de
imediato [25] as relac¸o˜es de ortogonalidade
〈θm|θm′〉 = 1
s+ 1
s∑
n=0
ein(θm′−θm) =
1
s+ 1
s∑
n=0
e
2pi
s+1
in(m′−m) = δm,m′ (3.84)
e completeza
s∑
m=0
|θm〉〈θm| =
s∑
n,n′=0
eiθ0(n−n
′)
[
1
s+ 1
s∑
m=0
e
2pim
s+1
i(n−n′)
]
|n〉〈n′|
=
s∑
n,n′=0
eiθ0(n−n
′)δn,n′ |n〉〈n′| =
s∑
n=0
|n〉〈n| = I ,
(3.85)
sendo a relac¸a˜o acima obtida mediante a considerac¸a˜o de que a soma sobre os (s + 1) projetores
dos estados de Fock converge para o operador identidade, necessitando de uma demonstrac¸a˜o
matema´tica rigorosa.
Outra relac¸a˜o importante obtida da definic¸a˜o dos estados |θm〉 e´ a sua relac¸a˜o com o estado |θ0〉,
cujo efeito e´ deslocar a fase arbitra´ria θ0 de uma quantidade igual a 2pims+1 , isto e´,
|θm〉 = 1√
s+ 1
s∑
m=0
e
2pim
s+1
ineinθ0 |n〉 = e
2pim
s+1
in
√
s+ 1
s∑
n=0
einθ0 |n〉 = e 2pims+1 in|θ0〉 . (3.86)
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Como os estados |θm〉 e |n〉 esta˜o relacionados por uma transformada de Fourier num espac¸o di-
mensionalmente finito, restric¸o˜es na base de estado de fase {|θm〉} implicam necessariamente em
restric¸o˜es na base complementar {|n〉}. Ambas as bases apresentam um cara´cter cı´clico, ou seja,
{θm+(s+1)〉} = {|θm〉} (m = 0, 1, . . . , s) ,
{|n+ (s+ 1)〉} = e−i(s+1)θ0{|n〉} (n = 0, 1, . . . , s) ,
(3.87)
no qual constatamos que no caso dos estados de Fock temos uma fase adicional que representa um
importante papel na teoria de Pegg e Barnett [25].
O operador fase Hermitiano e´ definido por [61]
φθ ≡
s∑
m=0
θm|θm〉〈θm| = θ0 + 2pi
s+ 1
s∑
m=0
m|θm〉〈θm| , (3.88)
de forma que obedec¸a a relac¸a˜o de autovalores
φθ|θm〉 = θm|θm〉 . (3.89)
Da definic¸a˜o de estado de fase (3.82), podemos expressar o projetor |θm〉〈θm| na base de estados de
Fock
|θm〉〈θm| = 1
s+ 1
s∑
n,n′=0
ei(n−n
′)θm |n〉〈n′| . (3.90)
Substituindo a expressa˜o acima em (3.88) e realizando uma soma emm, temos
φθ = θ0 +
pis
s+ 1
+
2pi
s+ 1
s∑
n6=n′
ei(n−n)′θ0
e
2pi
s+1
i(n−n′) − 1
|n〉〈n′| . (3.91)
Podemos, analogamente, expressar o operador nu´mero na base de estados de fase
n ≡
s∑
n=0
n|n〉〈n| = s
2
+
s∑
m6=m′
1
e−
2pi
s+1
i(m−m′) − 1
|θm〉〈θm′ | , (3.92)
em que usamos a expansa˜o do estado de nu´mero na base {|θm〉}.
Relac¸a˜o de Comutac¸a˜o para n e φθ
Estamos agora aptos para calcular a relac¸a˜o de comutac¸a˜o para n e φθ. Para obteˆ-la em termos
dos estados de nu´mero, podemos usar as equac¸o˜es (3.91) e (3.92), o que nos leva a[
n,φθ
]
=
2pi
s+ 1
s∑
n6=n′
(n− n′)ei(n−n′)θ0
e
2pi
s+1
i(n−n′) − 1
|n〉〈n′| . (3.93)
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Enquanto que para obter a mesma relac¸a˜o, em termos dos estados de fase, podemos usar as
equac¸o˜es (3.88) e (3.92), resultando em
[
n,φθ
]
=
2pi
s+ 1
s∑
m6=m′
m′ −m
e
2pi
s+1
i(m′−m) − 1
|θm〉〈θm′ | . (3.94)
Observamos que, ao contra´rio das relac¸o˜es obtidas por Dirac, na˜o sa˜o observadas inconsisteˆncias
matema´ticas para essas relac¸o˜es de comutac¸a˜o obtidas por Pegg e Barnett,
〈θm|
[
n,φθ
]|θm′〉 = 2pi
s+ 1
s∑
m6=m′
m′ −m
e
2pi
s+1
i(m′−m) − 1
(1− δm,m′) ,
〈n|[n,φθ]|n′〉 = 2pis+ 1
s∑
n6=n′
(n− n′)ei(n−n′)θ0
e
2pi
s+1
i(n−n′) − 1
(1− δn,n′) .
(3.95)
Tais elementos de matriz sa˜o de importaˆncia fundamental, quando calculados numa base de esta-
dos fisicamente acessı´veis [50, 61].
Distribuic¸a˜o de Probabilidade de Fase P (θ)
Considerando um estado gene´rico truncado para o campo eletromagne´tico
ρf =
s∑
n,n′=0
ρn,n′ |n〉〈n′| , (3.96)
no qual ρn,n′ = 〈n|ρf |n′〉 sa˜o os elementos de matriz de ρf , tal que para n = n′ → ρn,n′ = Pn.
Podemos usar a relac¸a˜o (2.11) para obter o valor esperado de qualquer grandeza relacionada a`
fase do campo
〈O〉 = Trf
[
ρfO
]
. (3.97)
Importantes vı´nculos associados ao operador ρf sa˜o os momentos de energia, definidos por
〈nk〉 = Tr[ρfnk] = s∑
n=0
Pnn
k , (3.98)
sendo k um nu´mero inteiro positivo e finito. Portanto, ρ descreve um estado fisicamente acessı´vel
(factı´vel) se a se´rie na equac¸a˜o acima convergir no limite s → ∞ para todo k. De fato, esses es-
tados teˆm como motivac¸a˜o fı´sica a descric¸a˜o a partir do estado de va´cuo atrave´s do acoplamento
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do modo do campo a uma fonte de energia finita e tempo de interac¸a˜o tambe´m finito [50]. Como
exemplos de estados fisicamente acessı´veis, citamos todos aqueles considerados no capı´tulo pre-
cedente. E´ importante ressaltar que os estados de fase na˜o sa˜o estados fisicamente acessı´veis [25].
A distribuic¸a˜o de probabilidade de fase P (θm) e´, enta˜o, definida por
P (θm) = 〈θm|ρf |θm〉 =
1
s+ 1
s∑
n,n′=0
ρn,n′ei(n
′−n)θm . (3.99)
Os valores esperados relativos a` fase do campo dependem da escolha de θ0. Consideramos enta˜o
θ0 = φ− pis
s+ 1
, (3.100)
de onde
θm = φ+
2piµ
s+ 1
(3.101)
com µ = m− s2 variando em passos inteiros de − s2 ate´ s2 (sime´trico em µ). Reescrevendo (3.99) em
termos de µ, temos
P (θm) =
1
s+ 1
s
2∑
µ=− s
2
s∑
n,n′=0
ρn,n′ei(n
′−n)φe
2piµ
s+1
i(n′−n) . (3.102)
Considerando a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o para P (θm) e fazendo as substituic¸o˜es acima, temos
s∑
m=0
P (θm) =
s
2∑
µ=− s
2
P (θm) =
1
s+ 1
s
2∑
µ=− s
2
s∑
n,n′=0
ρn,n′ei(n
′−n)φe
2piµ
s+1
i(n′−n)
=
1
s+ 1
1 + s2∑
µ=− s
2
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)φe
2piµ
s+1
i(n′−n)
 , (3.103)
no qual usamos a informac¸a˜o de que
∑s
m=0 Pn = 1. A soma acima e´ mais facilmente realizada
fazendo θ = 2piµs+1 , transformando-se assim numa integral de −pi a pi no limite s → ∞. Obtemos,
enta˜o, P (θ) no espac¸o H:
P (θ) =
1
2pi
1 + ∞∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)(θ+φ)
 . (3.104)
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Valor Me´dio da Fase 〈φθ〉
Usando a relac¸a˜o (3.97), podemos obter a expressa˜o para o valor me´dio da fase
〈φθ〉 = Trf
[
ρfφθ
]
=
s∑
m=0
θmP (θm) . (3.105)
Substituindo (3.99) na equac¸a˜o acima, temos
〈φθ〉 = θ0 +
pis
s+ 1
+
2pi
s+ 1
s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
. (3.106)
Agora, realizando a substituic¸a˜o do passom pelo passo µ, obte´m-se a expressa˜o no limite s →
∞,
〈φθ〉 = φ− i
∞∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)φ(−1)n′−n
n′ − n . (3.107)
Variaˆncia da Fase 〈∆φ2θ〉
A variaˆncia da fase do campo e´ definida como
〈∆φ2θ〉 = 〈φ2θ〉 − 〈φθ〉2 . (3.108)
Procedendo de maneira ana´loga para a obtenc¸a˜o de 〈φθ〉, temos
〈∆φ2θ〉 =
pi2
3
s(s+ 2)
(s+ 1)2
− 4pi
2
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)θ0 e
2pi
s+1
i(n′−n) + 1[
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1]2
− 4pi
2
(s+ 1)2
 s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
2 , (3.109)
do qual, no limite s → ∞ e fazendo a substituic¸a˜o de varia´veis considerada acima, temos a ex-
pressa˜o da variaˆncia da fase no espac¸o H infinito,
〈∆φ2θ〉 =
pi2
3
+ 2
∞∑
n6=n′
ρn,n′
(−1)n′−n
(n′ − n)2 +
 ∞∑
n6=n′
ρn,n′
(−1)n′−n
n′ − n
2 . (3.110)
O ca´lculo para P (θ), 〈φθ〉 e 〈∆φ2θ〉 no espac¸o restrito e´ encontrado no Apeˆndice B.
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∆φ2θ <(α)
=(
α
)
θ0
(a)
∆φ2θ
<(α)
=(
α
)
φ
(b)
Figura 3.1: Representac¸a˜o no espac¸o de fase do estado (a) de nu´mero e (b) coerente.
Aplicac¸o˜es
Estado de Nu´mero. Em particular, quando consideramos o estado de nu´mero (Figura 3.1-a)
em (3.96), as expresso˜es para 〈φθ〉 e 〈∆φ2θ〉 simplificam-se consideravelmente
〈φθ〉 = θ0 +
pis
s+ 1
,
〈∆φ2θ〉 =
pi2
3
s(s+ 2)
(s+ 1)2
.
(3.111)
No limite s → ∞, os valores de 〈φθ〉 e 〈∆φ2θ〉 sa˜o os mesmos obtidos para a fase cla´ssica (3.20).
Em particular, qualquer estado de mistura do campo que possua apenas elementos diagonais na
matriz densidade tambe´m apresentara´ esse comportamento para a fase.
Estado Coerente. O estado coerente (Figura 3.1-b) e´ um caso intermedia´rio entre o estado de
ma´xima definic¸a˜o na fase (estado de fase) e o estado de fase aleato´ria (estado de nu´mero, te´rmico,
etc). Substituindo (2.95) em (3.107) e (3.110), temos 〈φθ〉 = φ e
〈∆φ2θ〉 =
pi2
3
+ 4e−|α|
2
∞∑
n6=n′
αn(α∗)n′√
n!n′!
(−1)n′−n
(n′ − n)2 . (3.112)
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Figura 3.2: Variaˆncia da fase em func¸a˜o do nu´mero
de fo´tons para o estado de nu´mero (curva tracejada)
e para o estado coerente (curva so´lida).
Observa-se que com um aumento na in-
tensidade do campo, as caracterı´sticas da fase
de um estado coerente ficam cada vez mais
pro´ximas daquelas observadas para um es-
tado de fase (Figura 3.2).
Os operadores φθ e n, bem como o cara´ter
cı´clico de seus respectivos auto-estados |θm〉
e |n〉, representam os aspectos fundamentais
da teoria desenvolvida por Pegg e Barnett.
Esta teoria e´ obtida de um formalismo mais
geral para operadores unita´rios, proposta por
Schwinger [64, 65, 66].
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4Interac¸a˜o da Radiac¸a˜o com a Mate´ria
Um dos problemas mais simples e ao mesmo tempo na˜o-trivial envolvendo a interac¸a˜o a´tomo-
campo e´ o acoplamento de um a´tomo de dois nı´veis com um u´nico modo do campo eletromagne´ti-
co. Com o advento do laser, ocorreram considera´veis progressos no entendimento da interac¸a˜o da
luz com a mate´ria.
A descric¸a˜o de um a´tomo de dois nı´veis e´ va´lida se os nı´veis atoˆmicos envolvidos esta˜o em
ressonaˆncia ou aproximadamente em ressonaˆncia com o campo eletromagne´tico, enquanto que
os outros nı´veis se encontram bastante fora dessa ressonaˆncia. Sabemos que os a´tomos teˆm um
nu´mero infinito de estados ligados [20]. Ao contra´rio do oscilador harmoˆnico, os nı´veis de ener-
gia dos a´tomos na˜o sa˜o igualmente espac¸ados. Se e´ possı´vel emitir uma luz monocroma´tica de
frequ¨eˆncia ω0 tal que se aproxime da frequ¨eˆncia de transic¸a˜o atoˆmica ω, esta sera´ mais importante
que as demais.
O grande trunfo deste modelo de interac¸a˜o de um modo do campo eletromagne´tico com um
a´tomo de dois nı´veis dentro de uma cavidade o´ptica (ou de microondas) e´ que pode ser estudado
sem a necessidade de usar a teoria de perturbac¸a˜o, permitindo assim que se considere acoplamen-
tos fortes entre o a´tomo e o campo.
A teoria semicla´ssica considera um a´tomo como um sistema quaˆntico de dois nı´veis interagindo
com um u´nico modo do campo, este tratado classicamente. Contudo, muitas vezes, tal teoria
falha ao tentar explicar resultados observados experimentalmente, e uma descric¸a˜o completamente
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quaˆntica se faz necessa´ria (por exemplo, na emissa˜o espontaˆnea de um a´tomo). Mesmo no modelo
envolvendo a interac¸a˜o de um campo de radiac¸a˜o mono-modo com um simples a´tomo de dois
nı´veis, as predic¸o˜es para a dinaˆmica do a´tomo nas duas teorias sa˜o bastante diferentes.
Discutimos a interac¸a˜o do campo de radiac¸a˜o quantizado com um a´tomo de dois nı´veis, des-
crito por um Hamiltoniano nas aproximac¸o˜es de dipolo e de onda-girante. Este e´ um sistema in-
teressante em o´ptica quaˆntica por va´rios motivos: pode ser resolvido analiticamente; exibe efeitos
puramente quaˆnticos, tais como os colapsos e revivals, na sua dinaˆmica; permite o entendimento
dos efeitos de va´rios tipos de estatı´sticas do campo em sistemas mais complicados, tais como o
micromaser e o laser; e´ possı´vel de ser realizado experimentalmente devido ao grande avanc¸o no
desenvolvimento de cavidades com alto fator Q de qualidade [18].
A resoluc¸a˜o deste modelo foi obtida pela primeira vez, em sua forma mais simples, por Jaynes
e Cummings [3] e e´, desde enta˜o, conhecido como o modelo de Jaynes-Cummings.
4.1 A´tomo de Dois Nı´veis
Um a´tomo de dois nı´veis e´ formalmente ana´logo a um sistema de spin-12 , com apenas dois es-
tados acessı´veis. Na aproximac¸a˜o de dipolo, quando o comprimento de onda do campo e´ muito
maior que o tamanho do a´tomo, o problema da interac¸a˜o a´tomo-campo e´ matematicamente equi-
valente ao de uma partı´cula de spin-12 com um campo magne´tico dependente do tempo. Assim, se
considerarmos um ele´tron de carga e e massa me, o momento magne´tico associado ao momento
angular orbital do ele´tron sera´ dado por:
ML =
µB
}
L (4.1)
onde µb = e}2me e´ o magne´ton de Bohr [27].
Observac¸o˜es experimentais (por exemplo, o experimento de Stern-Gerlach ), comprovaram a
existeˆncia de um momento angular (semi-inteiro), intrı´nseco ao ele´tron, que na˜o podia ser expli-
cado sem hipo´teses suplementares, surgindo, enta˜o, o conceito de spin do ele´tron. Considerando o
momento magne´tico associado ao momento angular de spin
Ms = 2
µB
}
S , (4.2)
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notamos que a raza˜o giro-magne´tica de spin e´ duas vezes maior que a raza˜o giro-magne´tica orbital.
Pauli [67] estudou mais a fundo essa hipo´tese criando uma descric¸a˜o quaˆntica para o spin va´lida
no limite relativı´stico, partindo da equac¸a˜o deDirac relativı´stica∗. Por convenieˆncia, introduzimos
o operador
S =
}
2
σ , (4.3)
tal queM s = µBσ. A necessidade deM s =ML justifica-se de medidas experimentais da energia
envolvida. Como o momento angular de spin na˜o possui ana´logo cla´ssico, devemos definirM s de
acordo com os resultados experimentais. As relac¸o˜es de comutac¸a˜o para as treˆs componentes de
spin sa˜o: [
σ2,σi
]
= 0[
σi,σj
]
= 2iσk (i, j, k = x, y, z) ,
(4.4)
em que i, j, k formam uma permutac¸a˜o par de x, y, z. Estes postulados fazem dos autovalores
de σz mu´ltiplos inteiros ou semi-inteiros de }. Restringindo esses autovalores a ±12}, temos as
relac¸o˜es de anti-comutac¸a˜o {
σi,σj
}
= 2δi,j . (4.5)
No Capı´tulo 2 analisamos o campo eletromagne´tico em termos de seus operadores criac¸a˜o e
aniquilac¸a˜o de fo´tons a† e a. E´ conveniente, enta˜o, introduzir uma notac¸a˜o equivalente para o
a´tomo, uma vez que iremos estudar a interac¸a˜o entre eles. Assim, definimos os operadores na˜o-
Hermitianos
σ± = 12(σx ± iσy) e σ+ = σ†− , (4.6)
com as relac¸o˜es de comutac¸a˜o e anti-comutac¸a˜o[
σ±,σx
]
= ±σz ,
{
σ±,σx
}
= I ,[
σ±,σy
]
= iσz ,
{
σ±,σy
}
= ±i ,[
σ±,σz
]
= ∓2σ± ,
{
σ±,σz
}
= 0 ,[
σ+,σ−
]
= σz ,
{
σ+,σ−
}
= I .
(4.7)
∗A teoria de Pauli pode ser obtida como um caso limite da teoria deDirac, quando a velocidade do ele´tron e´ pequena
comparada com a velocidade da luz.
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Como uma notac¸a˜o alternativa, por estarmos lidando com um sistema de dois nı´veis, podemos
usar a representac¸a˜o matricial para os operadores de spin
σx =
 0 1
1 0
 , σy =
 0 −i
i 0
 , σz =
 1 0
0 −1
 ,
σ+ =
 0 1
0 0
 , σ− =
 0 0
1 0
 .
(4.8)
Uma vez que σ2 = σ2x + σ2y + σ2z = 3, na˜o se faz necessa´rio especificar σ2. As matrizes σx, σy e
σz sa˜o as denominadas matrizes de Pauli na representac¸a˜o em que σz e´ diagonal, de acordo com
a a´lgebra de fe´rmions [24].
Consideramos um dos nı´veis do a´tomo no estado fundamental |g〉 e o outro no estado exci-
tado |e〉 formando enta˜o uma base no espac¸o de Hilbert. Esses estados satisfazem a relac¸a˜o de
ortogonalidade
〈i|j〉 = δi,j (i, j = e, g) (4.9)
e a relac¸a˜o de completeza
e∑
i=g
|i〉〈i| = |e〉〈e|+ |g〉〈g| = I . (4.10)
Assim, podemos averiguar a atuac¸a˜o dos operadores de spin nesses estados:
σx|e〉 = |g〉 , σx|g〉 = |e〉 ,
σy|e〉 = i|g〉 , σy|g〉 = −i|e〉 ,
σz|e〉 = |e〉 , σz|g〉 = −|g〉 ,
σ+|e〉 = 0 , σ+|g〉 = |e〉 ,
σ−|e〉 = |g〉 , σ−|g〉 = 0 ,
(4.11)
no qual verifica-se que
σx = |e〉〈g|+ |g〉〈e| , σy = i|g〉〈e| − i|e〉〈g| , σz = |e〉〈e| − |g〉〈g| ,
σ+ = |e〉〈g| , σ− = |g〉〈e| .
(4.12)
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Energia do A´tomo
Considerando o a´tomo num potencial escalar φ(r), podemos expressar sua energia como
Ha =
p2e
2me
+ eφ(r) . (4.13)
Assim como fizemos para o campo eletromagne´tico, consideramos o gauge de Coulomb tal que
φ(r) = 0 e
pe = mev + eA(r) . (4.14)
Escrevendo em termos dos operadores de spin, temos
Eeσee + Egσgg = 12}ωeg(σee − σgg) + 12(Ee + Eg) , (4.15)
no qual usamos (Ee − Eg) = }ωeg e a relac¸a˜o de completeza σee + σgg = I . O termo de energia
constante pode ser ignorado. Usando as relac¸o˜es em (4.12), temos
Ha = 12}ωegσz . (4.16)
4.1.1 Aproximac¸a˜o de Dipolo
A interac¸a˜o de um a´tomo de dois nı´veis com um campo de radiac¸a˜o pode ser descrita pelo
Hamiltoniano de mı´nimo acoplamento de um ele´tron de carga e e massa me interagindo com um
campo eletromagne´tico externo,
Haf =
1
2me
[
pe − eA(r)
]2 + eφ(r, t) +Hf , (4.17)
sendoHf o Hamiltoniano do campo eletromagne´tico livre (2.40).
O Hamiltoniano acima pode ser reduzido a uma forma bastante simplificada usando a deno-
minada aproximac¸a˜o de dipolo, quando o campo e´ considerado uniforme mediante as dimenso˜es
atoˆmicas k · r 1, ou seja,
H int = −er ·E(r) , (4.18)
no qual E(r) e´ o operador campo ele´trico, resolvido em relac¸a˜o a` posic¸a˜o do a´tomo (no centro da
cavidade). De (2.51) e atrave´s de uma escolha conveniente da fase do campo, temos
E(r) =
∑
k
ekEki(ak − a†k) (4.19)
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para ϕ = 0, e
E(r) =
∑
k
ekEk(ak + a†k) (4.20)
para ϕ = −pi2 , em que Ek =
(
}ωk
20V
) 1
2 . Por simplicidade, consideramos a polarizac¸a˜o linear com
vetores de polarizac¸a˜o reais.
Assim como fizemos para os Hamiltonianos do a´tomo e do campo, podemos escrever o Hamil-
toniano de interac¸a˜o (4.18) em termos dos operadores a, a† e de spin,
H int =
∑
i,j
∑
k
}Ωijk σij(ak + a
†
k) , (4.21)
com Ωijk = − 1}µij · ekEk e µij = e〈i|r|j〉. Considerando µij real, os termos µee e µgg se cancelam
por razo˜es de paridade [27] e os termos cruzados sa˜o equivalentes, ou seja, µeg = µge. Assim,
temos tambe´m que Ωk = Ω
eg
k = Ω
ge
k o que nos leva a escrever o Hamiltoniano total da interac¸a˜o
a´tomo-campo como
Haf =
∑
k
}ωka†kak +
1
2}ωegσz +
∑
k
}Ωk(σ+ + σ−)(ak + a†k) . (4.22)
Ao considerarmos apenas um modo do campo da cavidade, obte´m-se
HJC = }ω0a†a+ 12}ωegσz + }Ω(σ+ + σ−)(a+ a
†) , (4.23)
o qual e´ conhecido como o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.
4.2 Modelo de Jaynes-Cummings
Podemos reescrever o Hamiltoniano (4.23) como
HJC =H0 +H int , (4.24)
nos quais
H0 = }ω0a†a+ 12}ωegσz , (4.25)
H int = }Ω(aσ+ + a†σ− + aσ− + a†σ+) . (4.26)
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A energia de interac¸a˜o na equac¸a˜o (4.26) consiste de quatro termos. O termo a†σ− descreve o
processo no qual o a´tomo decai do estado excitado |e〉 para o estado fundamental |g〉 e simultane-
amente um fo´ton e´ criado (Figura 4.1-a). O termo aσ+ descreve o processo inverso (Figura 4.1-b).
O termo aσ− descreve o processo no qual o a´tomo decai do estado excitado |e〉 para o estado fun-
damental |g〉 e simultaneamente um fo´ton e´ aniquilado (Figura 4.1-c). O termo a†σ+ descreve o
processo contra´rio (Figura 4.1-d).
Figura 4.1: Processos da interac¸a˜o a´tomo-campo no modelo de Jaynes-Cummings : (a) a†σ−, (b) aσ+, (c)
aσ− e (d) a†σ+.
4.2.1 Aproximac¸a˜o de Onda Girante (RWA)
Considerando o modo do campo e a transic¸a˜o atoˆmica pro´ximos da ressonaˆncia, ou seja, ω0 ≈
ωeg, os dois primeiros termos, denominados termos girantes, ligam estados que sa˜o quasi-degenera-
dos no Hamiltoniano na˜o-perturbadoH0,
H0|e, n〉 = }
(
ω0n+ 12ωeg
)|e, n〉 ,
H0|g, n〉 = }
(
ω0n− 12ωeg
)|g, n〉 . (4.27)
O mesmo na˜o ocorre com os dois u´ltimos termos, denominados termos contra-girantes, que ligam
estados no HamiltonianoH0 com diferenc¸as de energia }(ωeg + ω0) }(ωeg − ω0).
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E´ conveniente trabalhar na representac¸a˜o de interac¸a˜o, a qual e´ obtida mediante a seguinte
transformac¸a˜o unita´ria:
HI = U
†
0HJCU0 , (4.28)
em que U0 = e−
i
}H0t. Usando a relac¸a˜o (2.79), obtemos
eiω0a
†atae−iω0a†at = ae−iω0t ,
eiω0a
†ata†e−iω0a†at = a†eiω0t ,
e
i
2
ωegσztσ+e−
i
2
ωegσzt = σ+eiωegt ,
e
i
2
ωegσztσ−e−
i
2
ωegσzt = σ−e−iωegt .
(4.29)
Logo, a relac¸a˜o (4.28) torna-se
HI = }Ω
(
aσ+eiδt + a†σ−e−iδt + aσ−e−i∆t + a†σ+ei∆t
)
, (4.30)
sendo δ = ωeg − ω0 a dessintonia a´tomo-campo e ∆ = ωeg + ω0.
Agora, usando a denominada aproximac¸a˜o de onda girante (RWA), ou seja, quando temos
}(ωeg + ω0)  }(ωeg − ω0) podemos desprezar os termos contra-girantes, uma vez que os termos
girantes oscilam lentamente com frequ¨eˆncia ωeg − ω0 ' 0, enquanto que os termos contra-girantes
oscilam muito mais rapidamente com frequ¨eˆncia ωeg + ω0 6= 0. Assim, podemos esperar que
os efeitos dos termos contra-girantes, em me´dia, interfiram destrutivamente, na˜o contribuindo
significativamente na evoluc¸a˜o do sistema. Na auseˆncia dos termos contra-girantes, o modelo
conserva a energia na˜o so´ no HamiltonianoHJC , como tambe´m no Hamiltoniano na˜o-perturbado
H0, ao contra´rio do que se observa na presenc¸a dos quatro termos da interac¸a˜o.
O Hamiltoniano resultante, na representac¸a˜o de Schro¨dinger e´ descrito por
HJC = }ω0a†a+ 12}ωegσz + }Ω(a
†σ− + aσ+) . (4.31)
Esta forma do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings e´ solu´vel analiticamente, sendo o ponto de
partida de muitos ca´lculos em o´ptica quaˆntica.
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Na situac¸a˜o mais simplificada do modelo, o a´tomo esta´ no estado excitado |e〉 e o modo do
campo da cavidade se encontra no estado de va´cuo |0〉. Como observado para o fenoˆmeno da
emissa˜o espontaˆnea no espac¸o livre, o fo´ton na˜o escapa com a velocidade da luz, permanecendo
aprisionado na cavidade pronto para ser (re)absorvido pelo a´tomo. Apesar do decaimento irre-
versı´vel da energia atoˆmica, podemos observar uma oscilac¸a˜o entre os dois estados quaˆnticos:
|e, 0〉 → a´tomo excitado numa cavidade vazia e |g, 1〉 → a´tomo no estado fundamental com um
fo´ton na cavidade. Esta oscilac¸a˜o e´ a denominada frequ¨eˆncia de Rabi Ω = 1}er0E sendo E =
√
}ω0
20V
a amplitude do campo na cavidade e V seu o volume efetivo, de cerca de 0.7 cm3.
Na Figura 4.2-a† mostramos o esquema da montagem experimental. Os a´tomos (de Rubı´dio)
sa˜o emitidos do forno O e selecionados em determinada velocidade, um de cada vez, no estado
excitado |e〉 (nu´mero quaˆntico principal 51) na caixa B. O a´tomo enta˜o atravessa a cavidade super-
condutora C, que mante´m um campo mono-modo, este, injetado pela fonte S, que permite ajustar
o nu´mero de fo´tons do modo do campo. Inicialmente o campo esta´ no estado coerente (laser) e seu
modo esta´ em ressonaˆncia com a transic¸a˜o entre |e〉 e |g〉 (nu´mero quaˆntico principal 50) com uma
frequ¨eˆncia Ω = 51.1kHz. Tal ajuste pode ser feito, por exemplo, mudando a distaˆncia dos entre
os espelhos da cavidade. O estado final do a´tomo e´, enta˜o, analisado pelo detectorD. Salientamos
que estes valores somente se aplicam para um a´tomo passando pelo centro da cavidade em r0, tal
como requerido na aproximac¸a˜o de dipolo.
(a)
 
(b)
|0〉
|1〉
|n〉
|n+ 1〉
|e〉
|g〉
δ
ωeg
ω0
Ω
Figura 4.2: (a) Esquema damontagem experimental da cavidade de microondas. (b) Esquema domodelo de
Jaynes-Cummings com o campo em dessintonia com o a´tomo de dois nı´veis; o acoplamento a´tomo-campo
e´ caracterizado pela frequ¨eˆncia de Rabi Ω.
†Figura extraı´da de [68].
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Representac¸a˜o de Estados Vestidos
Uma “interrupc¸a˜o” da interac¸a˜o num tempo correspondente a um pulso-pi para a emissa˜o es-
pontaˆnea, resulta na transformac¸a˜o
|e, 0〉 → |g, 1〉 ,
|g, 1〉 → |e, 0〉 .
(4.32)
Enquanto que uma rotac¸a˜o pi2 corresponde a
|e, 0〉 → 1√
2
(|e, 0〉+ |g, 1〉) ,
|g, 1〉 → 1√
2
(|g, 1〉 − |e, 0〉) , (4.33)
resultando no denominado emaranhamento do sistema a´tomo-campo. Este aspecto da dinaˆmica
do sistema faz com que o vetor de estado
|n,±〉 = 1√
2
(|e, n〉+ |g, n+ 1〉) (4.34)
na˜o seja fatora´vel. Esse emaranhamento “sobrevive” na cavidade num tempo estimado de 100µs,
enquanto que o “tempo de vida” do fo´ton na cavidade e´ aproximadamente 0.2 s [68]. Os auto-
estados do modelo sa˜o bem conhecidos e denominados estados “vestidos”.
Figura 4.3: Diagrama dos estados vestidos
em ressonaˆncia exata (δ = 0).
Na Figura 4.3, os estados esta˜o esquematiza-
dos em ressonaˆncia exata (δ = 0). A degene-
resceˆncia dos estados na˜o-acoplados |e, n〉 e |g, n+1〉
e´ dissipada pelo acoplamento. A separac¸a˜o entre
os estados vestidos do n-e´simo nı´vel (δ = 0) e´
2Ω
√
n+ 1. Bastante fora da ressonaˆncia, os estados
na˜o-acoplados e os estados vestidos praticamente
coincidem.
Como vimos anteriormente, o Hamiltoniano na˜o perturbado satisfaz a relac¸a˜o de autovalores
(4.27). Uma vez que vale a relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[
H0,HJC
]
= 0, podemos supor que os auto-
estados deHJC sejam uma superposic¸a˜o dos auto-estados quasi-degenerados deH0. A equac¸a˜o
de autovalores e´ enta˜o dada por:
HJC |±, n〉 = E±,n|±, n〉 , (4.35)
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em que
|±, n〉 = α±|e, n〉+ β±|g, n+ 1〉 . (4.36)
Substituindo (4.36) em (4.31), encontramos os auto-estados do modelo
|+, n〉 = sin θn+1|e, n〉+ cos θn+1|g, n+ 1〉 ,
|−, n〉 = − cos θn+1|e, n〉+ sin θn+1|g, n+ 1〉 ,
(4.37)
cujos coeficientes sin θn+1 e cos θn+1 sa˜o, respectivamente, dados por:
sin θn+1 =
ωn+1√
(Ωn+1 − δ)2 + ω2n+1
, (4.38)
cos θn+1 =
(Ωn+1 − ωn+1)√
(Ωn+1 − δ)2 + ω2n+1
, (4.39)
sendo Ωn+1 =
√
δ2 + ω2n+1 (ωn+1 = 2Ω
√
n+ 1) a frequ¨eˆncia de Rabi generalizada. Os autovalores
deHJC sa˜o agora determinados atrave´s de
E±,n = }ω0
(
n+ 12
)± 12}Ωn+1 . (4.40)
4.2.2 Limite Dispersivo
O limite dispersivo e´ obtido quando podemos considerar oHamiltoniano de interac¸a˜o em (4.31)
como uma pequena perturbac¸a˜o, tal que
|δ|  ωn+1 (4.41)
para qualquer n relevante‡ [69]. Assim, reescrevendo Ωn+1 como
Ωn+1 = |δ|
√
1 +
ω2n+1
δ2
(4.42)
e fazendo uma expansa˜o em se´ries de Taylor, temos
Ωn+1 = |δ|
(
1 +
ω2n+1
2δ2
− ω
4
n+1
8δ4
+ . . .
)
≈ |δ|+ |δ|
δ
ω2n+1
2δ
+
|δ|
δ
ωn+1O
(
ω3n+1
δ3
)
. (4.43)
‡Consideramos relevantes os estados |n〉 com probabilidade Pn = 〈n|ρ|n〉 significativa de estarem populados pelo
campo considerado.
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Considerando os termos ate´ segunda ordem apenas, obtemos a aproximac¸a˜o para os autovalores
de energia
E±,n ≈ }ω0(n+ 12)± 12}|δ| ±
}Ω2
|δ| (n+ 1) , (4.44)
e para os auto-estados ficamos com
cos θn+1 ≈ ωn+14δ2
[
1 +O
ω2n+1
δ2
]
−→ 0 ,
sin θn+1 ≈ 1−O
(
ω2n+1
δ2
)
−→ 1 .
(4.45)
Assim, nesta aproximac¸a˜o, os auto-estados do modelo tornam-se
|+, n〉 ≈ |e, n〉 e |−, n〉 ≈ −|g, n+ 1〉 (4.46)
se δ > 0, ou
|+, n〉 ≈ |g, n+ 1〉 e |−, n〉 ≈ |e, n+ 1〉 (4.47)
se δ < 0, ou seja, tornam-se estados fatora´veis.
Se a condic¸a˜o (4.41) for satisfeita para todos os valores de n, o que representa um papel signifi-
cativo no problema [69], podemos trabalhar com o Hamiltoniano efetivo
HeffJC =H0 +H
eff
int , (4.48)
sendo
Heffint =
}Ω2
δ
(
a†aσz + σ+σ−
)
, (4.49)
uma vez que satisfaz a relac¸a˜o (4.35) com E±,n dado por (4.44).
Ao contra´rio do limite ressonante, no limite dispersivo na˜o ocorrem, efetivamente, trocas de
energia entre o a´tomo e o campo.
4.3 Meio Kerr
O ı´ndice de refrac¸a˜o de um meio, em geral, depende do arranjo dos a´tomos e da distribuic¸a˜o
dos ele´trons. O campo eletromagne´tico (com velocidade v = c/n0) redireciona as cargas (ele´trons),
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gerando um campo proporcional ao campo incidente e resultando num deslocamento de fase no
campo transmitido, que equivale a uma alterac¸a˜o na velocidade de propagac¸a˜o do campo. Se a
intensidade do campo for muito menor que a intensidade do campo intra-atoˆmico, podemos con-
siderar o deslocamento de fase (ou seja, o ı´ndice de refrac¸a˜o do meio) independente da intensidade
campo. Este e´ o regime da o´ptica linear.
Quando a intensidade do campo incidente e´ compara´vel ao campo ele´trico intra-atoˆmico, a
distribuic¸a˜o dos ele´trons no meio pode ser alterada, levando a diferentes ı´ndices de refrac¸a˜o e a
propagac¸a˜o atrave´s do meio dependera´ da intensidade do campo incidente. Este e´ o regime da
o´ptica na˜o-linear.
Na teoria eletromagne´tica, a resposta do meio material a` ac¸a˜o do campo de radiac¸a˜o pode ser
obtida expandindo a polarizac¸a˜o do meio ate´ terceira ordem na amplitude do campo ele´trico:
P(r) = 0χ(1)E(r) + 0χ(2)E2(r) + 0χ(3)E3(r) + · · · , (4.50)
sendo 0 a constante diele´trica do va´cuo, E(r) o vetor campo ele´trico cla´ssico e χ(1), χ(2), χ(3),
respectivamente, as susceptibilidades de primeira, segunda e terceira ordem do meio na˜o-linear
[70]. A o´ptica linear e´ descrita por χ(1) e relacionada ao ı´ndice de refrac¸a˜o linear do meio por
n20 = 1 + χ
(1). A resposta na˜o-linear do meio e´ caracterizada por χ(2) e χ(3). Se houver uma
auseˆncia de combinac¸a˜o de fases, podemos desprezar χ(2) [70].
Classicamente, pode-se modelar o meio na˜o-linear como um oscilador anarmoˆnico de frequ¨eˆn-
cia ω. A Hamiltoniana deste sistema e´ dada por [71]:
Hk = Hf + µ
ω
(
H2f
ω
−Hf
)
, (4.51)
no qual Hf e´ a Hamiltoniana do oscilador harmoˆnico cla´ssico (2.40) para um modo do campo
apenas e µ e´ o paraˆmetro (positivo) de anarmonicidade do meio na˜o-linear. Tal descric¸a˜o do meio
Kerr e´ feita no aˆmbito do eletromagnetismo cla´ssico. Contudo, optamos por descreveˆ-lo segundo a
QED. Enta˜o, analogamente ao procedimento da quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico, devemos
associar operadores com varia´veis cla´ssicas. Do princı´pio da correspondeˆncia de Bohr, temos o
operador Hamiltoniano do sistema
Hk =Hf +
µ
ω
(
H2f
}ω
−Hf
)
. (4.52)
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Logo, escrevendo (4.52) em termos dos operadores criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de excitac¸o˜es do meio
na˜o-linear b† e b, obtemos
Hk = }ωb†b+ }µb†2b2 . (4.53)
Limite Adiaba´tico
Consideramos agora a interac¸a˜o do meio na˜o-linear com o campo eletromagne´tico livre. Sendo
a† e a os operadores do campo de frequ¨eˆncia$0 e b† e b os operadores na˜o-linear de frequ¨eˆncia ω,
temos o Hamiltoniano do modelo [72]
Hfk = }$0a†a+ }ωb†b+ }µb†2b2 + }g(b† + b)(a+ a†) , (4.54)
no qual g e´ o acoplamento do meio na˜o-linear com o campo.
Analogamente ao modelo de Jaynes-Cummings, utilizaremos a RWA quando $0 ≈ ω. Neste
caso, o Hamiltoniano de interac¸a˜o (na representac¸a˜o de interac¸a˜o) torna-se
HI = }g
(
ab†eiδt + a†be−iδt + abe−i∆t + a†b†ei∆t
)
, (4.55)
em que δ = ω −$0 e´ a dessintonia entre o campo e o meio na˜o-linear, com ∆ = ω +$0.
Observamos que na RWA, ou seja, quando }∆  }δ, podemos desprezar os termos contra-
girantes uma vez que seus efeitos, em me´dia, devem interferir destrutivamente, na˜o contribuindo
efetivamente na evoluc¸a˜o do sistema. Assim, o Hamiltoniano (4.54) torna-se
Hfk = }$0a†a+ }ωb†b+ }µb†2b2 + }g(a†b+ ab†) . (4.56)
Este Hamiltoniano e´ exatamente solu´vel nos casos limites de g = 0, µ 6= 0 e g 6= 0, µ = 0. Em
particular, para µ = 0 ha´ uma troca de energia perio´dica entre os dois osciladores determinada
pelo paraˆmetro de acoplamento g. Se ambos os paraˆmetros µ e g forem diferentes de zero, uma
soluc¸a˜o fechada pode ainda ser obtida no limite adiaba´tico, isto e´, quando as frequ¨eˆncias $0 e
ω esta˜o em grande dessintonia. Esta aproximac¸a˜o e´ usada largamente em o´ptica na˜o-linear, pois
permite a introduc¸a˜o da susceptibilidade na˜o-linear de terceira ordem, tornando o sistema solu´vel
analiticamente e oHamiltoniano efetivo e´ escrito em termos dos operadores do campomono-modo
apenas,
Hefffk = }ω0a
†a+ }κa†2a2 , (4.57)
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nos quais a nova frequ¨eˆncia ω0 e o novo paraˆmetro de anarmonicidade κ esta˜o relacionados a µ e
g por [72]
κ =
µg4
δ4
, (4.58)
ω0 = $0 − g
2
δ
. (4.59)
O termo de interac¸a˜o fo´ton-fo´ton κ e´ real e proporcional a` susceptibilidade de terceira ordem ou
ao ı´ndice de refrac¸a˜o na˜o-linear n2 do meio Kerr [73, 74]
κ =
3}ω20χ(3)
2V
=
}ω20n2
2cV
, (4.60)
sendo  = 0n20 a constante diele´trica do meio Kerr. Na interac¸a˜o com um a´tomo de dois nı´veis,
conforme descrito a seguir, para valores tı´picos das grandezas envolvidas, o acoplamento κ e´ da
ordem de 0.1Ω, com uma frequ¨eˆncia de acoplamento a´tomo-campo (Ω) da ordem de 104Hz [73].
4.4 Modelo de Jaynes-Cummings comMeio Kerr
O Hamiltoniano de um a´tomo de dois nı´veis interagindo com um campo mono-modo de uma
cavidade sob a influeˆncia de um meio Kerr (na˜o-linear) e na RWA, e´ dado por [75, 76, 77, 78]:
HJCK = }ω0a†a+ 12}ωegσz + }Ω
(
a†σ− + aσ+
)
+ }χ(3)a†2a2 , (4.61)
no qual indicamos κ por χ(3), ficando subentendida a relac¸a˜o entre as duas de (4.60).
Usando o me´todo de Stenholm [79], reescrevemosHJCK como
HJCK =H0 +H int , (4.62)
em que
H0 = }ω0
(
a†a+ 12σz
)
, (4.63)
e
H int = }χ(3)
[
(a†a)2 + a†aσz
]− }χ(3)(a†a+ 12σz)
+ }
[
δ
2 − χ(3)
(
a†a− 12
)]
σz + }Ω
(
a†σ− + aσ+
)
.
(4.64)
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Observamos enta˜o que
[
H0,H int
]
= 0. Logo, podemos escrever o operador evoluc¸a˜o do mo-
delo (na representac¸a˜o de Schro¨dinger) como
US(t) = U0(t)U int(t) = e−
i
}H0te−
i
}Hintt . (4.65)
E´ conveniente trabalhar na representac¸a˜o de interac¸a˜o, uma vez que o operador evoluc¸a˜o temporal
do sistema e´ obtido atrave´s da relac¸a˜o
U I(t) = e−
i
}Hintt . (4.66)
Dividindo este operador em duas partes
U I(t) = U1(t)U2(t) = e−
i
}H1te−
i
}H2t , (4.67)
isto e´, reescrevendoH int comoH int =H1 +H2, sendo
H1 = 12}χ
(3) + }χ(3)
[
(a†a)2 + a†aσz
]− }χ(3)(a†a+ 12σz) ,
H2 = }
[
δ
2 − χ(3)
(
a†a− 12
)]
σz − 12}χ(3) + }Ω
(
a†σ− + aσ+
)
,
tal que
[
H1,H2
]
= 0, teremos o operador U †2(t) na base atoˆmica
U †2(t) =
∞∑
k=0
(it)k
k!
 δ2 − χ(3)(a†a− 12)− 12χ(3) Ωa
Ωa† − δ2 + χ(3)
(
a†a− 12
)− 12χ(3)
k . (4.68)
Usando as identidades 12γn+1 Ωa
Ωa† −12γn
2k =
 12Ω2kn+1 0
0 12Ω
2k
n

 12γn+1 Ωa
Ωa† −12γn
2k+1 =
 12γn+1(12Ωn+1)2k Ω(12Ωn+1)2ka
Ω
(
1
2Ωn
)2k
a† −12γn
(
1
2Ωn
)2k
 ,
(4.69)
nos quais
γn+1 = δ − 2χ(3)n ,
Ωn+1 =
√
γ2n+1 + 4Ω2(n+ 1) ,
(4.70)
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obtemos
U I(t) = e−
i
2
χ(3)te−iχ(3)(n2−n)t
 e−iχ(3)(n− 12 )t 0
0 eiχ
(3)(n− 1
2
)t

×
 cos (
1
2Ωn+1t)− iγn+1
sin (12Ωn+1t)
Ωn+1
−2iΩasin (
1
2Ωnt)
Ωn
−2iΩa† sin (
1
2Ωn+1t)
Ωn+1
cos (12Ωnt) + iγn
sin (12Ωnt)
Ωn
 .
(4.71)
Uma vez que (4.70) satisfaz a equac¸a˜o de autovalores f(n)|n〉 = f(n)|n〉, temos
γn+1 = δ − 2χ(3)n , (4.72)
Ωn+1 =
√
γ2n+1 + 4Ω2(n+ 1) . (4.73)
4.4.1 Limite Dispersivo comMeio Kerr
Com a inclusa˜o do meio na˜o-linear, as condic¸o˜es para a obtenc¸a˜o do Hamiltoniano dispersivo
tornam-se
|δ|  ωn+1 e |δ|  χ(3) . (4.74)
Assim, reescrevendo Ωn+1 em (4.73) como
Ωn+1 = |δ|
√
1 +
$2n+1
δ2
, (4.75)
no qual $2n+1 = ω
2
n+1 − 4χ(3)δn+ 4χ(3)2n2 e fazendo uma expansa˜o em se´ries de Taylor, temos
Ωn+1 ≈ |δ|+ |δ|
δ
$2n+1
2δ
+
|δ|
δ
$n+1O
(
$3n+1
δ3
)
. (4.76)
Agora, considerando os termos ate´ segunda ordem apenas, obtemos os autovalores de energia
E±,n ≈ }ω0(n+ 12)± 12}|δ|+ }χ(3)n(n∓ 1)±
}Ω2
|δ| (n+ 1) . (4.77)
Dessa forma, se as condic¸o˜es em (4.74) forem satisfeitas para todo n, podemos trabalhar com o
Hamiltoniano efetivo
HeffJCK = }ω0a
†a+ 12}ωegσz + }χ
(3)a†2a2 +
}Ω2
δ
(
a†aσz + σ+σ−
)
, (4.78)
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uma vez que satisfaz a relac¸a˜o (4.35) com E±,n dado por (4.77).
Analogamente aos procedimentos anteriores, passamos para a representac¸a˜o de interac¸a˜o, ob-
tendo o operador evoluc¸a˜o do sistema
U effI (t) = e
−iχ(3)(n2−n)t
 e−iΩ2δ (n+1)t 0
0 ei
Ω2
δ
nt
 . (4.79)
Experimentalmente o meio Kerr pode ser produzido considerando duas diferentes espe´cies
de a´tomos de Rydberg na cavidade. Uma delas se comportando como o a´tomo de dois nı´veis
submetido a` transic¸a˜o de dois fo´tons e a outra se comportando como um oscilador anarmoˆnico no
campo [80]. Outra possibilidade seria acoplar a cada um dos espelhos da cavidade, um material
que responda na˜o-linearmente a` ac¸a˜o do campo eletromagne´tico da cavidade, como por exemplo,
a fibra o´ptica ou uma fibra o´ptica especial que permite a passagem entre seus sulcos, denominada
“Hole-Fiber” [81].
4.5 Frequ¨eˆncia de Rabi Linear
Apresentamos agora o procedimento usado para se obter a expressa˜o que torna a frequ¨eˆncia
de Rabi linear em n. As oscilac¸o˜es de Rabi apresentam colapsos e revivals apo´s um tempo que
depende da intensidade do campo inicial [7]. Uma explicac¸a˜o para esse comportamento e´ obtida
fazendo a expansa˜o de (4.73) em torno de n¯, isto e´,
Ωn+1 =
∞∑
k=0
1
k!
∂kΩn+1
∂nk
∣∣∣∣
n=n¯
(n− n¯)k , (4.80)
no qual o primeiro termo desta expansa˜o e´ responsa´vel pelas ra´pidas oscilac¸o˜es na dinaˆmica
do modelo enquanto que os termos restantes sa˜o responsa´veis pelos envelopes (revivals e super-
revivals) [82]. Em seguida, vamos derivar os dois primeiros termos da expansa˜o em (4.80) de modo
a obter
∂Ωn+1
∂n
∣∣∣∣
n=n¯
=
2∆n¯+1
Ωn¯+1
, (4.81)
e
∂2Ωn+1
∂n2
∣∣∣∣
n=n¯
=
4
(
χ(3)2Ω2n¯+1 −∆2n¯+1
)
Ω3n¯+1
, (4.82)
sendo ∆n¯+1 = Ω2 − χ(3)γn¯+1.
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4.5.1 Revivals e Super-revivals
O tempo de revival e´ caracterizado pelo instante em que ocorre a ma´xima recombinac¸a˜o das
oscilac¸o˜es da frequ¨eˆncia de Rabi provocadas pelo primeiro termo da expansa˜o (4.80), sendo obtido
considerando§ que dois termos vizinhos da frequ¨eˆncia de Rabi diferem por 2pi. Assim, de (4.81),
temos a expressa˜o do tempo de revival
tr =
2pi
|(∂Ωn+1/∂n)n=n¯|
= pi
∣∣∣∣Ωn¯+1∆n¯+1
∣∣∣∣ . (4.83)
Analogamente, o tempo de super-revival e´ caracterizado pelo instante em que ocorre a ma´xima
recombinac¸a˜o¶ das oscilac¸o˜es de Rabi provocadas pelo segundo termo da expansa˜o em (4.80).
Assim, de (4.82), temos a expressa˜o para o tempo de super-revival
ts =
2pi∣∣(1
2∂
2Ωn+1/∂n2
)
n=n¯
∣∣ = pi
∣∣∣∣∣ Ω3n¯+1χ(3)2Ω2n¯+1 −∆2n¯+1
∣∣∣∣∣ . (4.84)
Para ∆n+1 = χ(3)Ωn+1, temos que Ω¨n+1 = 0. Logo, o tempo de super-revival torna-se fisi-
camente divergente. Assim, sempre teremos uma situac¸a˜o, denotada por δc, que faz ts tender a
infinito para qualquer n¯, dada por:
δc =
Ω2
2χ(3)
− 2χ(3) . (4.85)
Substituindo (4.85) em (4.73), temos
Ωn+1 = δc + 2χ(3)(n+ 2) , (4.86)
ou seja, a frequ¨eˆncia de Rabi torna-se linear em n, determinando o cara´ter perio´dico dos revivals
na dinaˆmica do modelo, analisada no Capı´tulo 5.
Comentamos agora sobre os valores de δ considerados neste trabalho quanto a` sua validade na
RWA. Da ana´lise experimental [5], temos Ω ∼ 104Hz e a frequ¨eˆncia de microondas ω0 ∼ 1010Hz.
Consideramos δ ∼ 102ΩHz, tal que δ ∼ 10−4ω0  ω0, que e´ bastante satisfato´rio para a aplicac¸a˜o
da RWA.
§Va´lido apenas para distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons “suave” em torno do nu´mero me´dio de fo´tons [83].
¶No entanto, as oscilac¸o˜es para o tempo de super-revival na˜o sa˜o aparentes nos modelos mais simples como, por
exemplo, o modelo de Jaynes-Cummings padra˜o.
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A dinaˆmica do modelo descrito no capı´tulo precedente pode ser resolvida por va´rios me´todos
(por exemplo, amplitude de probabilidade, operador de Heisenberg e operador evoluc¸a˜o). Opta-
mos pelo u´ltimo, pois permite o uso do formalismo de operador densidade. Assim, para o opera-
dor densidade do sistema inicialmente dado por
ρ = ρa ⊗ ρf , (5.1)
podemos obter a evoluc¸a˜o deste estado para cada operador evoluc¸a˜o calculado no capı´tulo prece-
dente, atrave´s da relac¸a˜o
ρ(t) = U I(t)ρU
†
I(t) =
 ρee(t) ρeg(t)
ρ∗eg(t) ρgg(t)
 , (5.2)
nos quais
ρee(t) = 〈e|ρ(t)|e〉 ,
ρeg(t) = 〈e|ρ(t)|g〉 ,
ρgg(t) = 〈g|ρ(t)|g〉 .
(5.3)
O operador densidade reduzido do a´tomo e do campo podem agora ser obtidos das relac¸o˜es
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de trac¸o parcial. Assim
ρa(t) = Trf
[
ρ(t)
]
=
 λ11 λ12
λ∗12 λ22
 ,
ρf (t) = Tra
[
ρ(t)
]
= ρee(t) + ρgg(t) ,
(5.4)
em que
λ11 = Trf
[〈e|ρ(t)|e〉] = ∞∑
n=0
〈n|ρee(t)|n〉 ,
λ12 = Trf
[〈e|ρ(t)|g〉] = ∞∑
n=0
〈n|ρeg(t)|n〉 , (5.5)
λ22 = Trf
[〈g|ρ(t)|g〉] = ∞∑
n=0
〈n|ρgg(t)|n〉 .
Desse formalismo geral, podemos considerar qualquer estado inicial para o campo atrave´s de
ρf =
∞∑
n,m
ρn,m|n〉〈m| , (5.6)
no qual ρn,m = 〈n|ρf |m〉 sa˜o os elementos da matriz densidade do campo e qualquer estado inicial
para o a´tomo atrave´s de
ρa = |ψ〉〈ψ| , (5.7)
sendo |ψ〉 = eiϕCe|e〉+ Cg|g〉 e C2e + C2g = 1 a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o.
Neste trabalho, consideramos a dinaˆmica deste modelo para o campo inicialmente no estado
coerente |α〉 (2.89), com α = 5 e φ = 0, e o estado inicial do a´tomo em duas situac¸o˜es particulares:
no estado excitado |e〉 e no estado de superposic¸a˜o atoˆmica |ψ〉 = 1√
2
(|e〉+|g〉), sendoCe = Cg = 1√2
e ϕ = 0. Destas condic¸o˜es iniciais, analisamos a dinaˆmica do modelo para diferentes combinac¸o˜es
da dessintonia δ e da susceptibilidade do meio na˜o-linear χ(3). Ale´m da dinaˆmica padra˜o, isto e´,
quando δ e χ(3) nulos, escolhemos convenientemente valores para χ(3) e, usando a relac¸a˜o (4.85),
determinamos os valores correspondentes para δ, dos quais apresentamos os seguintes:
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• Dessintonia nula: δ = 0 com χ(3) = 0;
• Pequena dessintonia a´tomo-campo: δ = 4.8Ω com χ(3) = 0.1Ω;
• Grande dessintonia a´tomo-campo: δ = 99.99Ω com χ(3) = 0.005Ω.
Nesta u´ltima situac¸a˜o, analisamos tambe´m a concordaˆncia dos resultados com a evoluc¸a˜o no limite
dispersivo do modelo quando, efetivamente, a´tomo e campo na˜o trocam energia entre si.
Em todos os casos parametrizamos os resultados com o tempo de revival tr. Na Tabela 5.1,
mostramos os valores de δ e χ(3) com os respectivos tempos de revival.
Em algumas grandezas consideradas adiante, sera´ possı´vel perceber uma distinc¸a˜o na evoluc¸a˜o
entre os dois estados iniciais considerados para o a´tomo: as amplitudes das oscilac¸o˜es de Rabi
sa˜o bastante diferentes nas duas situac¸o˜es. Isso se deve ao termo de “interfereˆncia” presente na
superposic¸a˜o atoˆmica.
Fazendo umamanipulac¸a˜o alge´brica, facilmente pode-semostrar que o termo de “interfereˆncia”
e´ modulado por sin (φ− ϕ). Em outras palavras, a amplitude deste depende de sin (φ− ϕ) (como
mostrado na equac¸a˜o (9) em [11]). No caso do a´tomo inicialmente excitado, o termo de “inter-
fereˆncia” desaparece. Contudo, para o a´tomo na superposic¸a˜o considerada aqui, temos φ− ϕ = 0.
Se considerarmos o extremo oposto, ou seja, φ− ϕ = pi2 , a dinaˆmica e´ essencialmente a mesma que
a obtida para o a´tomo inicialmente excitado [11].
Uma explicac¸a˜o para esta caracterı´stica e´ dada pela constatac¸a˜o de que a dinaˆmica da populac¸a˜o
atoˆmica e´ governada na˜o pela distribuic¸a˜o inicial de fo´tons do campo, mas sim por uma distribui-
c¸a˜o weighted dressedness, que depende essencialmente do peso relativo de cada auto-estado vestido
do estado a´tomo-campo inicial [12].
δ 0 4.8Ω 4.8Ω 4.8Ω 4.8Ω 99.99Ω 99.99Ω 99.99Ω 99.99Ω
χ(3) 0 0 0.005Ω 0.1Ω 0.5Ω 0 0.005Ω 0.1Ω 0.5Ω
Ωtr 32.0381 35.4095 35.8990 31.4159 6.40441 315.757 628.319 35.3141 6.51477
Tabela 5.1: Valores da dessintonia δ e susceptibilidade χ(3) com os respectivos tempos de revival.
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5.1 Inversa˜o Atoˆmica
O modelo de Jaynes-Cummings permite a investigac¸a˜o de uma maneira na˜o perturbativa da
dinaˆmica atoˆmica. Uma forma conveniente de caracterizar a resposta ao campo e´ dada pela in-
versa˜o de populac¸a˜o ou inversa˜o atoˆmica. Esta quantidade e´ definida como a probabilidade de
encontrar o a´tomo em seu estado excitado menos a probabilidade de encontra´-lo em seu estado
fundamental, ou seja,
W(t) = 〈σz〉t = Tra
[
σzρa(t)
]
= λ11 − λ22 =
∞∑
n=0
〈n|ρee(t)|n〉 −
∞∑
n=0
〈n|ρgg(t)|n〉 . (5.8)
Notamos que a inversa˜o atoˆmica e´ altamente sensı´vel a Pn. Se o campo e´ preparado inicial-
mente num estado de nu´mero |n〉, com distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons dada por (2.86), a ex-
pressa˜o acima exibe um a´tomo saindo de seu estado inicial (excitado, por exemplo) e retornando
ao mesmo de uma maneira perio´dica, comportamento este conhecido como oscilac¸o˜es de Rabi.
Contudo, se o campo e´ preparado num estado coerente |α〉 com a Pn dada por (2.95), a inversa˜o
de populac¸a˜o exibe caracterı´sticas na˜o-triviais: as oscilac¸o˜es de Rabi colapsam e ressurgem apo´s
tempos que dependem da intensidade do campo inicial [7], denominados tempos de colapso e de
revival, como verificamos em (4.83).
Apresentamos a inversa˜o atoˆmica para o campo da cavidade inicialmente num estado coerente
(a) (b)
Figura 5.1: Inversa˜o atoˆmica em func¸a˜o de t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no estado
(a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
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(a) (b)
Figura 5.2: Inversa˜o atoˆmica em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no estado
(a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
(a) (b)
Figura 5.3: Inversa˜o atoˆmica em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω para o a´tomo inicialmente no
estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
com α = 5 (φ = 0). Quando a´tomo e campo esta˜o em ressonaˆncia exata sem a presenc¸a do meio
Kerr, para o a´tomo inicialmente excitado (Figura 5.1-a), verificamos os resultados bem conhecidos
obtidos em [7]. Para o a´tomo inicialmente numa superposic¸a˜o coerente de seus nı´veis, verificamos
o aprisionamento na inversa˜o de populac¸a˜o (Figura 5.1-b), como inicialmente observado em [11].
No limite de pequena dessintonia (δ = 4.8Ω) e na auseˆncia do meio na˜o-linear, comec¸amos
a observar um deslocamento na linha da regia˜o de colapso para o a´tomo inicialmente excitado
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(Figura 5.2-a). Para o caso no qual a influeˆncia domeioKerr e´ pequena (χ(3) = 0.005Ω), a dinaˆmica
do a´tomo pouco muda em relac¸a˜o a` Figura 5.2-a. Para o a´tomo inicialmente na superposic¸a˜o
coerente de seus nı´veis, quase na˜o se percebe diferenc¸as entre as dinaˆmicas na ressonaˆncia e no
limite de pequena dessintonia na presenc¸a (ou na˜o) do meio na˜o-linear (Figuras 5.1-b e 5.2-b).
No limite de pequena dessintonia a´tomo-campo, para δ e χ(3) tais que a frequ¨eˆncia de Rabi e´ li-
near, observamos claramente a periodicidade provocada no caso em que o a´tomo esta´ inicialmente
excitado (Figura 5.3-a). Para a superposic¸a˜o dos nı´veis atoˆmicos, o cara´ter perio´dico tambe´m e´
observado, pore´m, este e´ minimizado devido ao aprisionamento das oscilac¸o˜es (Figura 5.3-b). Nos
detalhes, evidenciamos estes efeitos minimizados, explicados em [12].
No limite de grande dessintonia a´tomo-campo, observa-se a tendeˆncia de na˜o mais ocorrer
inversa˜o de populac¸a˜o em relac¸a˜o ao estado considerado inicialmente tal como previsto no capı´tulo
anterior. Ainda, observa-se tambe´m que uma susceptibilidade do meio na˜o-linear cada vez maior
produz o mesmo efeito. Contudo, observamos que uma combinac¸a˜o de ambos os paraˆmetros
pode tambe´m produzir um efeito contra´rio ao observado, por exemplo, ao compararmos a linha
da regia˜o de colapso nas Figuras 5.2-a e 5.3-a.
5.2 Distribuic¸a˜o de Nu´mero de Fo´tons
Uma maneira de caracterizar o campo da cavidade durante a interac¸a˜o com o a´tomo e´ dada
pela sua distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons, definida como
Pn(t) = 〈n|ρf (t)|n〉 , (5.9)
no qual ρf (t) e´ o operador densidade do campo. Se considerarmos este operador dado por (5.4), a
distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons pode ser reescrita como
Pn(t) = 〈n|ρee(t)|n〉+ 〈n|ρgg(t)|n〉 . (5.10)
Assim, podemos encontrar a evoluc¸a˜o temporal da estatı´stica de fo´tons do campo para qualquer
situac¸a˜o inicial do modelo.
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5.2.1 Nu´mero Me´dio de Fo´tons
Com o uso da relac¸a˜o (5.10) obte´m-se a expressa˜o para a evoluc¸a˜o temporal do nu´mero me´dio
de fo´tons do campo
〈n〉t = Trf
[
nρf (t)
]
=
∞∑
n=0
Pn(t)n . (5.11)
Analisando a relac¸a˜o acima, verificamos que o nu´mero me´dio de fo´tons esta´ relacionado com a
inversa˜o atoˆmica atrave´s da relac¸a˜o
〈n〉t = α2 + 12
[
1−W(t)] , (5.12)
que e´ uma consequ¨eˆncia direta do fato da interac¸a˜o a´tomo-campo conservar o nu´mero de excita-
c¸a˜o [84]. Desta u´ltima relac¸a˜o, podemos concluir que 〈n〉t e W(t) produzem as mesmas curvas,
pore´m, refletidas e transladadas entre si.
Na Figura 5.4 apresentamos o nu´merome´dio de fo´tons para o sistema a´tomo-campo ressonante
na auseˆncia de na˜o-linearidade. Observamos, para o a´tomo inicialmente excitado, um aumento no
nu´mero me´dio de fo´tons do campo, na˜o retornando mais para o valor inicial (Figura 5.4-a). Para o
a´tomo na superposic¸a˜o de seus nı´veis, o nu´mero me´dio de fo´tons quase na˜o oscila devido ao apri-
sionamento permanecendo pro´ximo do valor inicial (Figura 5.4-b). Estas caracterı´sticas do limite
ressonante praticamente na˜o se alteram no limite pro´ximo da ressonaˆncia e na presenc¸a (ou na˜o)
(a) (b)
Figura 5.4: Nu´mero me´dio de fo´tons em func¸a˜o de t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no
estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
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(a) (b)
Figura 5.5: Nu´mero me´dio de fo´tons em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω para o a´tomo inicial-
mente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
de uma fraca ac¸a˜o perturbativa do meio na˜o-linear (χ(3) = 0.005Ω). Para uma susceptibilidade
χ(3) = 0.5Ω, observa-se a tendeˆncia de na˜o mais haver troca de energia a´tomo-campo. Contudo
para a combinaca˜o δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω, observamos a periodicidade, verificando o retorno
para o nu´mero me´dio de fo´tons inicial (Figura 5.5).
No limite de grande dessintonia, como ja´ observado para a inversa˜o atoˆmica, tambe´m na˜o
ocorrem, efetivamente, trocas de energia a´tomo-campo, mesmo na presenc¸a do meio na˜o-linear.
5.2.2 Variaˆncia do Nu´mero de Fo´tons
Da relac¸a˜o (5.11) e de um ca´lculo ana´logo para se obter 〈n2〉t, podemos escrever a relac¸a˜o para
a evoluc¸a˜o temporal da variaˆncia do nu´mero de fo´tons do campo como
〈∆n2〉t =
∞∑
n=0
Pn(t)n2 −
[ ∞∑
n=0
Pn(t)n
]2
. (5.13)
Na Figura 5.6 apresentamos a evoluc¸a˜o da variaˆncia do nu´mero de fo´tons em func¸a˜o de t/tr para
o a´tomo inicialmente excitado (a) e inicialmente na superposic¸a˜o (b).
Para o limite de pequena dessintonia (δ = 4.8Ω) e na auseˆncia (χ(3) = 0) ou presenc¸a (χ(3) =
0.005Ω) de uma fraca perturbac¸a˜o na˜o-linear temos, de maneira ana´loga ao observado para 〈n〉t,
evoluc¸o˜es bastante semelhantes a situac¸a˜o de ressonaˆncia tambe´m para 〈∆n2〉t.
No limite de grande dessintonia, analogamente a` inversa˜o atoˆmica e ao nu´mero me´dio de
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(a) (b)
Figura 5.6: Variaˆncia do nu´mero de fo´tons em func¸a˜o de t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente
no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
(a) (b)
Figura 5.7: Variaˆncia do nu´mero de fo´tons em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω para o a´tomo
inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
fo´tons, a variaˆncia no nu´mero me´dio de fo´tons do campo praticamente na˜o desvia do valor inici-
almente encontrado. O mesmo efeito e´ obtido considerando o sistema em ressonaˆncia ou pro´ximo
desta com uma forte interac¸a˜o do campo com o meio Kerr (χ(3) = 0.5Ω).
Quando consideramos apenas a combinac¸a˜o que lineariza a frequ¨eˆncia de Rabi em n, observa-
mos a caracterı´stica periodicidade. No limite de pequena dessintonia a´tomo-campo com o a´tomo
inicialmente excitado temos, ale´m do cara´ter perio´dico das oscilac¸o˜es, a maior variaˆncia no nu´mero
de fo´tons observada a cada tempo de revival (Figura 5.7-a). Ao considerarmos a superposic¸a˜o ini-
cial, temos um efeito particularmente interessante: uma variaˆncia de aproximadamente um fo´ton
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no nu´mero me´dio de fo´tons do campo, retornando ao valor inicial a cada tempo de revival (Figura
5.7-b).
5.3 Distribuic¸a˜o de Probabilidade de Fase
Usando as relac¸o˜es obtidas para as propriedades da fase quaˆntica do campo, segundo o forma-
lismo de Pegg e Barnett no Capı´tulo 3, podemos agora analisar a dinaˆmica dessas propriedades.
A distribuic¸a˜o de fase no modelo de Jaynes-Cummings na presenc¸a do meio na˜o-linear e´ obtida
de (3.104) e dada por
P (θ, t) =
1
2pi
1 + ∞∑
n6=m
ρn,m(t)ei(m−n)(θ+φ)
 , (5.14)
em que ρn,m(t) = 〈n|ρ(t)|m〉 sa˜o os elementos de matriz para o operador densidade do campo.
Gra´ficos da evoluc¸a˜o temporal da distribuic¸a˜o de probabilidade de fase P (θ, t) (5.14) mostram
(Figuras 5.8 a 5.13) que, quando t = 0, a distribuic¸a˜o de fase P (θ) apresenta uma estrutura se-
Figura 5.8: Distribuic¸a˜o de probabilidade de fase em func¸a˜o de θ e t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo
inicialmente no estado ρa = |e〉〈e|.
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Figura 5.9: Distribuic¸a˜o de probabilidade de fase em func¸a˜o de θ e t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo
inicialmente no estado ρa =
1
2
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
melhante a uma Gaussiana, correspondente ao estado coerente inicial do campo. A` medida que
aumentamos a amplitude coerente do campo, a distribuic¸a˜o de probabilidade de fase tende cada
vez mais para a distribuic¸a˜o bem definida dos estados de fase coerentes, que sa˜o auto-estados do
operador fase de Susskind -Glogower (3.58).
Como sabemos do modelo de Jaynes-Cummings padra˜o [85], isto e´, o a´tomo inicialmente exci-
tado e em ressonaˆncia com o modo do campo na auseˆncia do meio na˜o linear, caso o campo da ca-
vidade esteja inicialmente no estado coerente, enta˜o, durante a evoluc¸a˜o do sistema, a distribuic¸a˜o
de probabilidade de fase P (θ, t) divide-se em dois picos que se distanciam gradualmente (Figura
5.8). Os picos sa˜o sime´tricos em relac¸a˜o ao aˆngulo θ = 0, tal que o valor me´dio da fase permanece
sempre igual a zero (Figura 5.14-a).
Portanto, a evoluc¸a˜o temporal da distribuic¸a˜o de probabilidade de fase guarda alguma informa-
c¸a˜o a respeito dos colapsos e revivals das oscilac¸o˜es de Rabi [85]. Quando os picos esta˜o com
ma´xima separac¸a˜o entre si, observamos o primeiro revival nas oscilac¸o˜es de Rabi. Quando os pi-
cos se reencontram (esse overlap dos picos na˜o esta´ mostrado na Figura 5.8), ha´ a incideˆncia do
segundo revival e assim por diante ate´ a completa dispersa˜o, isto e´, tendeˆncia para a distribuic¸a˜o
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Figura 5.10: Distribuic¸a˜o de probabilidade de fase em func¸a˜o de θ e t/tr com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0 para o
a´tomo inicialmente no estado ρa = |e〉〈e|.
aleato´ria de fase P (θ, t) = 12pi .
Para a situac¸a˜o na qual o a´tomo se encontra inicialmente numa superposic¸a˜o igualmente pon-
derada entre seus nı´veis, a dinaˆmica da distribuic¸a˜o de probabilidade de fase e´ bastante diferente.
Em primeira instaˆncia, na˜o mais e´ observada qualquer divisa˜o do pico inicial em dois picos adja-
centes (Figura 5.9). Essa distribuic¸a˜o de probabilidade de fase reflete o aparecimento de oscilac¸o˜es
no valor me´dio da fase (Figura 5.14-b) em contraste com a interac¸a˜o do campo com o a´tomo inici-
almente excitado, conforme abordaremos na pro´xima subsec¸a˜o.
No limite de pequena dessintonia a´tomo-campo e sem o meio Kerr, a evoluc¸a˜o da distribuic¸a˜o
de probabilidade de fase ainda e´ bastante semelhante aos casos ressonantes. Para o a´tomo ini-
cialmente excitado, observa-se a distribuic¸a˜o de probabilidade de fase sime´trica entre dois picos
adjacentes sendo remanejada a` medida que se aumenta a dessintonia ate´ que um dos picos de-
saparece (Figura 5.10). Para o a´tomo inicialmente na superposic¸a˜o observa-se um efeito inverso,
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Figura 5.11: Distribuic¸a˜o de probabilidade de fase em func¸a˜o de θ e t/tr com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0 para o
a´tomo inicialmente no estado ρa =
1
2
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
ou seja, a medida que a dessintonia aumenta, o pico (inicialmente u´nico) e´ remanejado entre dois
picos adjacentes (Figura 5.11).
Tal processo converge para a situac¸a˜o apresentada no limite de grande dessintonia a´tomo-
campo, ocorrendo uma “inversa˜o de pape´is”. Neste limite, a interac¸a˜o do campo com a´tomo
inicialmente excitado passa a responder com a permaneˆncia do pico centrado num u´nico ponto
evoluindo quase periodicamente, isto e´, quase sem dispersa˜o (Figura 5.10). Na interac¸a˜o do campo
com a superposic¸a˜o atoˆmica, neste limite, observa-se a divisa˜o do pico inicial em dois picos adja-
centes e sime´tricos (Figura 5.11) tambe´m quase sem dispersa˜o, como verificaremos adiante na
ana´lise do valor me´dio e da variaˆncia da fase do campo.
Adicionando o meio Kerr no sistema, a evoluc¸a˜o da distribuic¸a˜o de probabilidade de fase se al-
tera completamente. Conforme mostrado na Figura 5.12, uma fraca presenc¸a perturbativa do meio
na˜o-linear (χ(3) = 0.005Ω) com uma pequena dessintonia (δ = 4.8Ω), provoca na˜o so´ um deslo-
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Figura 5.12: Distribuic¸a˜o de probabilidade de fase em func¸a˜o de θ e t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.005Ω para
o a´tomo inicialmente no estado ρa = |e〉〈e|.
camento na distribuic¸a˜o de probabilidade fase como tambe´m contribui para uma maior dispersa˜o
da fase do campo durante a interac¸a˜o do campo com o a´tomo.
Para o caso particular de δc em (4.85), quando Ωn+1 torna-se linear em n, observamos o cara´ter
perio´dico na evoluc¸a˜o da distribuic¸a˜o de probabilidade de fase. Mais ainda, independentemente
do estado inicial do a´tomo considerado (excitado ou superposic¸a˜o), assim como o limite consi-
derado (ressonante, pequena ou grande dessintonia) a evoluc¸a˜o da distribuic¸a˜o de probabilidade
de fase e´ a mesma, onde observamos que a cada tempo de revival, a fase do campo retorna a` sua
distribuic¸a˜o de probabilidade inicial (Figura 5.13).
Para as combinac¸o˜es na˜o nulas de δ e χ(3) consideradas, a evoluc¸a˜o da distribuic¸a˜o de fase se
processa de maneira semelhante a` observada na Figura 5.13. Contudo, na˜o se recupera novamente
a distribuic¸a˜o de probabilidade de fase inicial, ao menos na˜o num tempo igual ao tempo de revival.
Quanto maior a na˜o-linearidade do meio Kerr maior a taxa de dispersa˜o em relac¸a˜o a distribuic¸a˜o
de probabilidade de fase inicial. A relac¸a˜o entre o comportamento dos picos e os colapsos e revivals
das oscilac¸o˜es de Rabi aparentemente e´ quebrada.
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Figura 5.13: Distribuic¸a˜o de probabilidade de fase em func¸a˜o de θ e t/tr com δ = δc = Ω
2
2χ(3)
− 2χ(3) para o
a´tomo inicialmente no estado ρa = |e〉〈e| ou ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
5.3.1 Valor Me´dio da Fase
Da relac¸a˜o (5.14) podemos escrever o valor esperado para a fase do campo, segundo a dinaˆmica
do modelo de Jaynes-Cummings com meio Kerr, como
〈φθ〉t = φ− i
∞∑
n6=m
ρn,m(t)
ei(m−n)φ(−1)m−n
m− n . (5.15)
Na Figura 5.14-a, pode se observar que o valor me´dio da fase do campo permanece constante
durante a interac¸a˜o com o a´tomo inicialmente no estado excitado e em ressonaˆncia com o campo na
auseˆncia do meio na˜o-linear. Este efeito pode ser explicado pela simetria existente na distribuic¸a˜o
de probabilidade de fase, conforme analisado anteriormente (Figura 5.8). Uma outra maneira de
explicar esse efeito pode ser obtida analisando a evoluc¸a˜o temporal do estado do campo no espac¸o
de fase usando, por exemplo, a func¸a˜o-Q, conforme mostraremos adiante.
Da mesma forma, as oscilac¸o˜es no valor me´dio da fase do campo quando este interage com o
a´tomo inicialmente no estado de superposic¸a˜o (Figura 5.14-b), esta˜o de acordo com distribuic¸a˜o
de probabilidade apresentada, a qual na˜o e´ sime´trica (Figura 5.9). Tal efeito tambe´m pode ser
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(a) (b)
Figura 5.14: Valor me´dio da fase em func¸a˜o de t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no estado
(a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
(a) (b)
Figura 5.15: Valor me´dio da fase em func¸a˜o de t/tr com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no
estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
observado analisando a evoluc¸a˜o do estado do campo no espac¸o de fase, conforme ana´lise da
func¸a˜o-Q adiante. Neste caso, o valor me´dio da fase oscila em torno do valor inicial, convergindo
novamente para este apo´s um tempo suficientemente longo devido a dispersa˜o.
No limite de grande dessintonia, a evoluc¸a˜o do valor me´dio da fase do campo se inverte de
acordo com o estado inicial considerado para o a´tomo: se estiver inicialmente no estado excitado,
sa˜o observadas oscilac¸o˜es, de acordo com a Figura 5.15-a, quase na˜o apresentando tendeˆncia em
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(a) (b)
Figura 5.16: Valor me´dio da fase em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.005Ω para o a´tomo inicialmente
no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
voltar para o valor inicial da fase durante a interac¸a˜o∗; se estiver no estado de superposic¸a˜o, evolui
de forma semelhante a` observada na situac¸a˜o de ressonaˆncia com o a´tomo excitado (Figura 5.14-a),
ou seja, quase na˜o apresenta variac¸a˜o em relac¸a˜o ao valor inicial, conforme observado na Figura
5.15-b.
Figura 5.17: Valor me´dio da fase em func¸a˜o de t/tr
com δ = δc = Ω
2
2χ(3)
−2χ(3) para o a´tomo inicialmente
no estado ρa = |e〉〈e| ou ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
Na presenc¸a fracamente perturbativa (χ(3) =
0.005Ω) do meio Kerr, temos curvas seme-
lhantes para as oscilac¸o˜es da fase do campo
interagindo com o a´tomo inicialmente no es-
tado excitado (Figura 5.16-a) e inicialmente
no estado de superposic¸a˜o (Figura 5.16-b). A
taxa de dispersa˜o, como ja´ verificamos para
P (θ, t), deve aumentar com o aumento da sus-
ceptibilidade do meio na˜o-linear. Pode ocor-
rer retorno para o valor inicial em determina-
dos tempos da interac¸a˜o, pore´m, na˜o em tem-
pos iguais aos tempos de revival [86].
Para os valores de δ e χ(3) que linearizam a frequ¨eˆncia de Rabi em n, temos uma evoluc¸a˜o
para o valor me´dio da fase que e´ a mesma para todas as situac¸o˜es iniciais (Figura 5.17) indepen-
∗A tendeˆncia ocorre para um tempo bem maior que o considerado neste trabalho.
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dentemente do estado inicial do a´tomo (excitado ou de superposic¸a˜o) ou do limite considerado
(ressonante, pequena e grande dessintonia), desde que satisfac¸am a relac¸a˜o (4.85). Tais valores teˆm
uma relac¸a˜o direta com o tempo de revival. A cada tempo de revival observamos retorno para o
valor inicial da fase do campo.
5.3.2 Variaˆncia da Fase
Da relac¸a˜o (5.14) e de maneira ana´loga ao ca´lculo de 〈φθ〉t, a evoluc¸a˜o temporal da variaˆncia
da fase do campo e´ dada por
〈∆φ2θ〉t =
pi2
3
+ 2
∞∑
n6=m
ρn,m
(−1)m−n
(m− n)2 +
 ∞∑
n6=m
ρn,m
(−1)m−n
m− n
2 . (5.16)
Na Figura 5.18-a, apresentamos a variaˆncia da fase do campo para a situac¸a˜o de ressonaˆncia a´tomo-
campo e auseˆncia do meio na˜o-linear. Observamos que evoluc¸a˜o da variaˆncia do campo no estado
coerente inicial interagindo com o a´tomo inicialmente no estado excitado se processa oscilando
em torno do valor pi
2
3 (fase aleato´ria), convergindo para este valor durante a interac¸a˜o. De forma
semelhante, temos a dinaˆmica da variaˆncia do estado coerente inicial do campo interagindo com o
a´tomo inicialmente no estado de superposic¸a˜o (Figura 5.18-b).
(a) (b)
Figura 5.18: Variaˆncia da fase em func¸a˜o de t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no estado
(a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
Quando consideramos uma fraca perturbac¸a˜o (χ(3) = 0.005Ω) do meio na˜o-linear, observamos
que a variaˆncia do estado do campo oscila mais rapidamente devido a taxa de dispersa˜o do estado
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(a) (b)
Figura 5.19: Variaˆncia da fase em func¸a˜o de t/tr com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no
estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
(a) (b)
Figura 5.20: Variaˆncia da fase em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.005Ω para o a´tomo inicialmente
no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
ser cada vez maior com o aumento da susceptibilidade do meio na˜o-linear. Os efeitos sa˜o seme-
lhantes para os dois estados iniciais do a´tomo: inicialmente no estado excitado (Figura 5.20-a) e
inicialmente na superposic¸a˜o (Figura 5.20-b).
No limite de grande dessintonia a´tomo-campo temos o cara´ter quase perio´dico na variaˆncia da
fase. A variaˆncia para o estado coerente inicial do campo interagindo com o a´tomo inicialmente
excitado (Figura 5.19-a) apresenta ra´pidas alternac¸o˜es entre ma´ximos e mı´nimos. Para o a´tomo
inicialmente no estado de superposic¸a˜o ocorre um efeito semelhante, pore´m, de maneira “suave”
(Figura 5.19-b). Nas duas situac¸o˜es, o efeito de dispersa˜o na˜o e´ observado facilmente, comec¸ando
98 5.4. ENTROPIA DE VON NEUMANN
Figura 5.21: Variaˆncia da fase em func¸a˜o de t/tr com
δ = δc = Ω
2
2χ(3)
− 2χ(3) para o a´tomo inicialmente no
estado ρa = |e〉〈e| ou ρa =
∑e
i,j=g CiCj |i〉〈j|.
a ocorrer apo´s um tempo maior que o consi-
derado neste trabalho.
Quanto as combinac¸o˜es de δ e χ(3) na˜o
apresentadas e que na˜o satisfazem (4.85),
a evoluc¸a˜o se processa de maneira seme-
lhante a` mostrada na Figura 5.21. Pore´m, a
variaˆncia na˜o retorna ao valor inicial encon-
trado, ao menos na˜o em tempos iguais ao
tempo de revival, caracterı´stica sempre obser-
vada quando consideramos os paraˆmetros δ e
χ(3) que satisfazem a condic¸a˜o de linearizac¸a˜o
da frequ¨eˆncia de Rabi (4.85).
5.4 Entropia de von Neumann
Estamos considerando tanto o a´tomo como o campo inicialmente num estado puro, tal que a
entropia total inicial e´ nula. De acordo com o teorema de Araki-Lieb [87], uma vez que a entropia
total e´ nula (num sistema fechado), as entropias dos subsistemas sera˜o iguais. Assim, a´tomo e
campo podem ser tratados como subsistemas separados, tal como em (5.4).
Uma quantidade que representa um papel importante em nossa ana´lise e´ a entropia de von
Neumann [88]. A entropia proporciona amais completa informac¸a˜o a respeito da pureza do campo
na cavidade [84] e e´ definida como
Sf(a)(t) ≡ −Trf(a)
{
ρf(a)(t)ln
[
ρf(a)(t)
]}
, (5.17)
de onde, por convenieˆncia, calculamos a entropia do a´tomo para enta˜o obter a entropia do campo.
Assim, a entropia do campo pode ser calculada atrave´s da expressa˜o [10, 41]
Sa = Sc = −η+lnη+ − η−lnη− , (5.18)
no qual
η± = 12
{
1± [(λ11 − λ22)2 + 4∣∣λ12∣∣2]1/2} . (5.19)
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(a) (b)
Figura 5.22: Entropia de von Neumann em func¸a˜o de t/tr com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicialmente
no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
Apresentamos inicialmente a situac¸a˜o em que tanto a dessintonia a´tomo-campo como a sus-
ceptibilidade do meio Kerr sa˜o nulas. Na interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicialmente excitado,
observamos que o campo e´ aproximadamente purificado num tempo aproximadamente igual ao
tempo de colapso (Figura 5.22-a). O mesmo na˜o ocorre quando o campo interage com o a´tomo
inicialmente na superposic¸a˜o de seus nı´veis (Figura 5.22-b). Um comportamento semelhante e´ ob-
servado no limite de pequena dessintonia e sem a ac¸a˜o do meio na˜o-linear (δ = 4.8Ω e χ(3) = 0)
ou na presenc¸a de uma fraca perturbac¸a˜o do meio Kerr (δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.005Ω). Contudo, na
(a) (b)
Figura 5.23: Entropia de von Neumann em func¸a˜o de t/tr com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0 para o a´tomo inicial-
mente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
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(a) (b)
Figura 5.24: Entropia de von Neumann em func¸a˜o de t/tr com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω para o a´tomo
inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
interac¸a˜o com o a´tomo inicialmente excitado, o campo na˜o mais retorna a um estado puro para o
tempo de colapso (metade do tempo de revival).
No limite de grande dessintonia a´tomo-campo, ainda sem a presenc¸a perturbativa do meio
Kerr, observamos que a pureza do campo e´ bastante sensı´vel ao estado inicial do a´tomo: na
interac¸a˜o com o a´tomo inicialmente excitado, temos que o campo praticamente retorna a um estado
puro durante a interac¸a˜o (Figura 5.23-a). Na interac¸a˜o com o a´tomo inicialmente na superposic¸a˜o,
a entropia apresenta duas caracterı´sticas bastante diferentes em relac¸a˜o a interac¸a˜o com o a´tomo
(a) (b)
Figura 5.25: Entropia de von Neumann em func¸a˜o de t/tr com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω para o a´tomo
inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
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inicialmente excitado: o campo evolui rapidamente para um estado de mistura retornando para
um estado puro a cada tempo de revival (Figura 5.23-b).
Para δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.5Ω na˜o se observa tendeˆncia alguma do campo em voltar a um
estado puro (na interac¸a˜o com o a´tomo inicialmente excitado). Um comportamento semelhante e´
observado na interac¸a˜o com o a´tomo na superposic¸a˜o de seus nı´veis. Se δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.1Ω
ou 0.5Ω e o a´tomo estiver inicialmente excitado, a entropia tende a na˜o se afastar do valor inicial.
Pore´m, para a superposic¸a˜o entre os nı´veis atoˆmicos inicial, continua a ra´pida ascensa˜o do campo
para um estado de mistura, pore´m, sem retorno para um estado puro.
A combinac¸a˜o dos paraˆmetros δ e χ(3) que linearizam a frequ¨eˆncia de Rabi em n apresentam
efeitos observados que sa˜o ainda mais interessantes.
No limite de grande dessintonia, na interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicialmente excitado,
temos o cara´ter perio´dico na evoluc¸a˜o da entropia (Figura 5.25-a), contudo, sem diferenc¸as apa-
rentes em relac¸a˜o aos casos anteriores (Figura 5.23-a). Ja´ para a interac¸a˜o do campo com o a´tomo
inicialmente na superposic¸a˜o, ale´m do cara´ter perio´dico obtido devido a linearizac¸a˜o de Ωn+1 e
da ra´pida ascensa˜o a um estado de mistura, observamos que o retorno do campo para um estado
puro ocorre mais frequ¨entemente (Figura 5.25-b) em tempos iguais aos tempos de colapso e em
tempos iguais aos tempos de revival.
Para a combinac¸a˜o de δ e χ(3) tal que Ωn+1 torna-se linear em n, no limite de pequena dessin-
tonia a´tomo-campo, a evoluc¸a˜o da entropia se processa de maneiras bem distintas para as duas
situac¸o˜es iniciais para o a´tomo: na interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicialmente excitado (Figura
5.24-a), observamos uma situac¸a˜o semelhante a` encontrada para o limite de grande dessintonia
com o a´tomo numa superposic¸a˜o (Figura 5.25-b), ou seja, o campo retorna para um estado puro
a cada tempo de colapso e a cada tempo de revival das oscilac¸o˜es de Rabi ; na interac¸a˜o do campo
com a superposic¸a˜o atoˆmica inicial (Figura 5.24-b), pore´m, a evoluc¸a˜o da entropia e´ semelhante a`
observada para o limite de grande dessintonia na auseˆncia do meio na˜o-linear para este mesmo
estado inicial do a´tomo (Figura 5.23-b), e o campo evolui aproximadamente para um estado de
mistura estatı´stica a cada tempo de colapso alternando com uma evoluc¸a˜o para um estado puro a
cada tempo de revival.
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5.5 Distribuic¸o˜es de Quasi-Probabilidades
Nesta sec¸a˜o apresentamos as distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades mais difundidas em o´ptica
quaˆntica: a func¸a˜o-Q e a func¸a˜o de Wigner. Consideramos essas func¸o˜es especiais, visando obter
uma melhor informac¸a˜o a respeito dos estados do campo que esta˜o sendo gerados na interac¸a˜o
com o a´tomo de dois nı´veis.
5.5.1 Func¸a˜o-Q
A func¸a˜o-Q e´ a distribuic¸a˜o de quasi-probabilidade associada ao ordenamento anti-normal de
produtos dos operadores criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons do campo a† e a, podendo ser escrita de
uma maneira conveniente dada por
Q(β, t) =
1
pi
〈β|ρf (t)|β〉 , (5.20)
sendo |β〉 um estado coerente com amplitude β = x + iy e ρf (t) o operador densidade reduzido
para o campo, conforme a relac¸a˜o (5.4). A evoluc¸a˜o, de acordo com omodelo de Jaynes-Cummings
na presenc¸a de um meio na˜o-linear tipo Kerr, e´ dada por:
Q(β, t) =
1
pi
e−|β|
2
∞∑
n,m=0
ρn,m(t)
βnβ∗m√
n!m!
. (5.21)
A func¸a˜o-Q e´ sempre positivo-definida, sendo usada, neste trabalho, para a visualizac¸a˜o do
estado do campo atrave´s de “curvas de nı´veis” no espac¸o de fase [89].
Na Figura 5.26-a temos a representac¸a˜o do estado do campo interagindo com o a´tomo inici-
almente no estado excitado. No tempo em que as oscilac¸o˜es de Rabi, por exemplo, da inversa˜o
atoˆmica colapsam, o estado do campo divide-se em dois ramos, ate´ que no tempo t = 12 tr atingem
o ma´ximo afastamento entre si, como visto na Figura 5.26-a. De fato, o campo evolui aproximada-
mente para uma superposic¸a˜o de estados coerentes [90,91,92]. Este e´ o u´nicomomento na evoluc¸a˜o
do sistema a´tomo-campo ressonante e na auseˆncia do meio Kerr que o campo se aproxima de um
estado puro [84]. Exatamente no tempo de revival t = tr, a func¸a˜o-Q apresenta uma recombinac¸a˜o
dos ramos do estado do campo evoluı´do (Figura 5.26-a); contudo, seu contorno apresenta-se de-
formado em comparac¸a˜o com o contorno do estado coerente inicial. Assim, temos que o campo
evolui para um estado de mistura [84], conforme ana´lise da entropia (Figura 5.22).
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(a) (b)
Figura 5.26: Func¸a˜o-Q no espac¸o de fase em (I) t = 0, (II) t = 12 tr, (III) t = tr, com δ = 0 e χ
(3) = 0 para o
a´tomo inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
(a) (b)
Figura 5.27: Func¸a˜o-Q no espac¸o de fase em (I) t = 0, (II) t = 12 tr, (III) t = tr, com δ = 99.99Ω e χ
(3) = 0
para o a´tomo inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
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Figura 5.28: Func¸a˜o-Q no espac¸o de fase em (I) t = 14 tr, (II) t =
1
2 tr, (III) t =
3
4 tr, (IV) t = tr, com δ = 99.99Ω
e χ(3) = 0.5Ω para o a´tomo inicialmente no estado ρa = |e〉〈e|.
Quando o a´tomo esta´ inicialmente no estado de superposic¸a˜o, a separac¸a˜o da func¸a˜o-Q em dois
ramos na˜o e´ observada (Figura 5.26-b), conforme ja´ comentado anteriormente para a distribuic¸a˜o
de probabilidade de fase (Figura 5.9).
No limite de grande dessintonia, observamos que as dinaˆmicas (no limite ressonante ou de
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Figura 5.29: Func¸a˜o-Q no espac¸o de fase em (I) t = 0, (II) t = 14 tr, (III) t =
1
2 tr, (IV)
3
4 tr, (V) tr, com
δ = δc = Ω
2
2χ(3)
− 2χ(3) para o a´tomo inicialmente no estado ρa = |e〉〈e| ou ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
pequena dessintonia a´tomo-campo) das interac¸o˜es do campo com cada uma das duas situac¸o˜es
iniciais consideradas para o a´tomo (excitado e superposic¸a˜o de seus nı´veis) se invertem, isto e´, a
func¸a˜o-Q para o campo interagindo com o a´tomo inicialmente excitado leva a uma ramificac¸a˜o do
campo na metade do tempo de revival (Figura 5.26-a) para o limite ressonante (ou pequena des-
sintonia a´tomo-campo) enquanto que, no limite dispersivo (Figura 5.27-a), esta ramificac¸a˜o passa
a ser observada quando o estado inicial do a´tomo e´ a superposic¸a˜o de seus nı´veis (Figura 5.27-b).
Esta inversa˜o de pape´is ocorre gradativamente conforme aumentamos a dessintonia a´tomo-campo.
Lembramos que este mesmo comportamento foi observado tambe´m na dinaˆmica da distribuic¸a˜o
de probabilidade de fase do campo (Figuras 5.8 a 5.10).
Adicionando o meio Kerr na cavidade e numa situac¸a˜o geral em que a combinac¸a˜o de δ e
χ(3) na˜o lineariza a frequ¨eˆncia de Rabi em n, a dinaˆmica da func¸a˜o-Q na˜o apresenta relac¸o˜es com
os tempos de revival, ao menos na˜o em tempos iguais ao tempo de revival. Nos tempos conside-
rados, 1/4, 1/2, 3/4 do tempo de revival e o tempo de revival, os estados do campo apresentam
caracterı´sticas que se alternam entre grande deformac¸a˜o (em relac¸a˜o ao estado coerente inicial) do
contorno (Figura 5.28-II,IV) e ramificac¸a˜o do estado campo em dois ou mais ramos (Figura 5.28-
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I,III). Podemos dizer que neste tempos, o estado do campo e´ um estado de mistura, mediante uma
ana´lise, por exemplo, da entropia de von Neumann para estes tempos.
Quando os valores de δ e χ(3) linearizam a frequ¨eˆncia de Rabi em n, temos um resultado bas-
tante interessante: na interac¸a˜o do campo com qualquer dos dois estados iniciais considerados
para o a´tomo e qualquer combinac¸a˜o dos valores de δ e χ(3), desde que (4.85) seja va´lida, temos a
evoluc¸a˜o da func¸a˜o-Q como mostrado na Figura 5.29. Para t = 14 tr, o estado do campo se divide
em quatro ramos (Figura 5.29-II); em seguida, para t = 12 tr, esses quatro ramos se agrupam em dois
outros ramos (Figura 5.29-III) e retornam novamente aos quatro ramos em t = 34 tr (Figura 5.29-
IV); a cada tempo de revival observa-se o retorno para o estado inicialmente considerado (Figura
5.29-V).
5.5.2 Func¸a˜o deWigner
A func¸a˜o de Wigner esta´ relacionada com o ordenamento sime´trico dos operadores criac¸a˜o e
aniquilac¸a˜o de fo´tons do campo, sendo definida como
W (β, t) =
2
pi
∞∑
n=0
(−1)n〈α, n|ρf (t)|α, n〉 =
2
pi
∞∑
n=0
(−1)n〈n|D†(α)ρ(t)D(α)|n〉 , (5.22)
no qual D(α) e´ o operador deslocamento de Glauber definido em (2.91) e ρf (t) e´ o operador
densidade do campo segundo a dinaˆmica da interac¸a˜o a´tomo-campo na presenc¸a do meio na˜o-
linear tipo Kerr. Assim, podemos escrever (5.22) na forma [33,47]
W (β, t) =
2
pi
∞∑
n,m=0
(−1)nρn,m(t)〈m|D(2β)|n〉 , (5.23)
sendo ρn,m(t) = 〈n|ρf (t)|m〉 a matriz densidade do campo e, param > n,
〈m|D(2β)|n〉 = e−2|β|2
√
n!
m!
(2β)m−nL(m−n)n (4|β|2) , (5.24)
enquanto que, param 6 n
〈m|D(2β)|n〉 = e−2|β|2
√
m!
n!
(−2β∗)n−mL(n−m)m (4|β|2) . (5.25)
Estamos considerando a func¸a˜o deWigner para obter maiores informac¸o˜es a respeito do estado
do campo na cavidade, uma vez que a func¸a˜o-Q, por ser uma distribuic¸a˜o de quasi-probabilidade
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Figura 5.30: Func¸a˜o de Wigner em t = 12 tr, com δ = 0 e χ
(3) = 0 para o a´tomo inicialmente no estado
ρa = |e〉〈e|.
Figura 5.31: Func¸a˜o deWigner em t = 12 tr, com δ = 4.8Ω e χ
(3) = 0.1Ω para o a´tomo inicialmente no estado
ρa = |e〉〈e|.
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Figura 5.32: Func¸a˜o deWigner em t = 12 tr, com δ = 4.8Ω e χ
(3) = 0.1Ω para o a´tomo inicialmente no estado
ρa =
1
2
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
positivo-definida, a`s vezes na˜o fornece uma descric¸a˜o precisa suficiente. Assim, para o tempo t =
1
2 tr (tempo de colapso), conforme ja´ estudado na literatura [90, 91, 92], suspeitamos da ocorreˆncia
de um estado tipo “gato” de Schro¨dinger.
Na Figura 5.30 apresentamos o gra´fico da func¸a˜o deWigner para o campo inicialmente coerente
interagindo com o a´tomo inicialmente no estado excitado, em ressonaˆncia com o campo e sem a
ac¸a˜o perturbativa do meio na˜o-linear. O estado do campo observado para o tempo t = 12 tr e´
aproximadamente uma superposic¸a˜o de dois estados coerentes, como ja´ verificado na literatura
[90, 91, 92]. Tal estado, sob estas condic¸o˜es iniciais de interac¸a˜o, jamais sera´ obtido novamente
[90, 91, 92]. Ainda, a semelhanc¸a com o estado “gato” de Schro¨dinger na˜o e´ evidente conforme a
Figura 5.30. A interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicialmente no estado de superposic¸a˜o para δ = 0
e χ(3) = 0 na˜o e´ apresentada uma vez que ja´ observamos, por exemplo, na ana´lise da func¸a˜o-Q, a
na˜o ocorreˆncia da ramificac¸a˜o do estado do campo para o tempo de colapso (12 tr).
Um resultado interessante e´ obtido com os valores de δ e χ(3) que linearizam a frequ¨eˆncia de
Rabi em n. Na interac¸a˜o do campo coerente com o a´tomo inicialmente no estado excitado, com
δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω, o estado do campo no tempo de colapso t = 12 tr se assemelha bem mais a
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Figura 5.33: Func¸a˜o deWigner em t = 12 tr, com δ = 99.99Ω e χ
(3) = 0.005Ω para o a´tomo inicialmente no
estado ρa = |e〉〈e| ou ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
um estado tipo “gato” de Schro¨dinger (Figura 5.31) que aquele observado na ressonaˆncia e sem o
meio na˜o-linear (Figura 5.30).
Apesar da func¸a˜o-Q acusar semelhanc¸as na evoluc¸a˜o dos estados do campo (Figura 5.29) quan-
do δ e χ(3) sa˜o tais que satisfazem (4.85), independentemente do estado inicial considerado para o
a´tomo, pudemos observar que a semelhanc¸a e´ apenas aparente. O estado do campo no tempo de
colapso t = 12 tr interagindo com a´tomo inicialmente na superposic¸a˜o de seus nı´veis, para δ = 4.8Ω
e χ(3) = 0.1Ω, na˜o apresenta os mesmos trac¸os evidentes do caso anterior de um estado tipo “gato”
de Schro¨dinger (Figura 5.31), aproximando-se assim de uma mistura estatı´stica de dois estados
coerentes (Figura 5.32) tal como definida em (2.127).
Contudo, no limite dispersivo essa diferenc¸a na func¸a˜o deWigner dependente do estado inicial
considerado para o a´tomo na˜o e´ observada tal como no limite de pequena dessintonia. Tanto na
interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicialmente no estado excitado como inicialmente no estado de
superposic¸a˜o de seus nı´veis, observamos a semelhanc¸a do estado do campo no tempo de colapso
t = 12 tr com um estado tipo “gato” de Schro¨dinger (Figura 5.33).
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5.6 Fidelidade
A fidelidade do campo e´ considerada para avaliar a semelhanc¸a dos estados do campo durante
a evoluc¸a˜o em relaca˜o ao estado desejado. Neste trabalho, procuramos saber se o campo, de fato,
retorna para seu estado inicial a cada tempo de revival quando δ e χ(3) linearizam a frequ¨eˆncia de
Rabi em n. A fidelidade e´ definida como
Ff (t) = Trf
[
ρf (t)ρf
]
= Fee(t) + Fgg(t) , (5.26)
no qual
Fee(t) = Trf
[
ρee(t)ρf
]
=
∞∑
n,m=0
ρm,n〈n|ρee(t)|m〉 , (5.27)
Fgg(t) = Trf
[
ρgg(t)ρf
]
=
∞∑
n,m=0
ρm,n〈n|ρgg(t)|m〉 , (5.28)
sendo ρm,n = 〈n|ρf |m〉† a matriz densidade do campo inicial, ρf (t) o operador densidade que
descreve o estado do campo em qualquer tempo e ρf o operador densidade que descreve um
(a) (b)
Figura 5.34: Fidelidade em relac¸a˜o ao estado ρf = |α〉〈α| em func¸a˜o de t/tr, com δ = 0 e χ(3) = 0 para o
a´tomo inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
estado particular do campo num determinado tempo, inclusive o estado inicial. Assim, vemos que
os estados descritos por ρf (t) e ρf podem ser considerados iguais se a condic¸a˜o abaixo e´ va´lida:
Trf
[
ρf (t)ρf
]
= 1 . (5.29)
5. DINAˆMICA DO JCM COMMEIO KERR 111
Figura 5.35: Fidelidade em relac¸a˜o ao estado ρf =
|α〉〈α| em func¸a˜o de t/tr, com δ = δc = Ω22χ(3) − 2χ(3)
para o a´tomo inicialmente no estado ρa = |e〉〈e| ou
ρa =
1
2
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
No modelo de Jaynes-Cummings padra˜o,
isto e´, em ressonaˆncia e na auseˆncia do meio
Kerr, o estado do campo coerente inicial na˜o
mais e´ recuperado na interac¸a˜o com o a´tomo
(Figura 5.34).
Quando consideramos os valores de δ e
χ(3) que satisfazem a relac¸a˜o (4.85), o campo
retorna para o estado inicial a cada tempo
de revival, como mostrado na Figura 5.35.
Esse resultado independe do estado inicial do
a´tomo, bem como do limite considerado (res-
sonante, pequena e grande dessintonia).
Como observado nos resultados da func¸a˜o
deWigner no tempo de colapso t = 12 tr, suspeita-se que o estado puro gerado neste tempo e´ uma
superposic¸a˜o de dois estados coerentes do tipo
|α;ϑ〉 = C 12 (|α〉+ eiϑ|−α〉) , (5.30)
sendo
C = 12
(
1 + e−2|α|2 cosϑ
)−1 (5.31)
a constante de normalizac¸a˜o, no qual α = |α|eiφ, ou seja, com uma fase φ, permitindo considerar
este estado geral com qualquer orientac¸a˜o no espac¸o de fase. Analisando a Figura 5.29 para o
tempo de colapso t = 12 tr vemos que a fase relativa entre os estados coerentes dessa superposic¸a˜o
e´ φ = pi2 .
Suspeitando que o estado gerado fosse o “gato” de Schro¨dinger “par”, fizemos ϑ = 0 e cal-
culamos a fidelidade em func¸a˜o do tempo. Contudo, o resultado foi positivo apenas para o li-
mite de pequena dessintonia (a´tomo excitado) com δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω; para o limite de
grande dessintonia (a´tomo excitado ou na superposic¸a˜o) com δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω, cons-
tatamos na˜o se tratar do mesmo estado obtido para o limite anterior (pequena dessintonia). Fi-
zemos, enta˜o, o ca´lculo da fidelidade em relac¸a˜o aos estados “gato” de Schro¨dinger “ı´mpar”
(ϑ = pi) e “gato” de Schro¨dinger de Yurke-Stoler (ϑ = pi2 ) [14]. Pore´m, o resultado foi negativo
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Figura 5.36: Fidelidade em relac¸a˜o ao estado ρf =
|α;ϑ〉〈α;ϑ| em func¸a˜o de ϑ para t = 12 tr e φ = pi2 ,
com (I) δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω para o a´tomo
inicialmente no estado ρa =
1
2
∑e
i,j=g |i〉〈j| e (II) δ =
99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω para o a´tomo inicialmente
no estado ρa = |e〉〈e|.
tambe´m para esses estados.
Para determinar o valor de ϑ para o “gato”
de Schro¨dinger obtido no limite de grande
dessintonia (com δ = 99.99Ω e χ(3) =
0.005Ω), calculamos a fidelidade do campo
em func¸a˜o dessa fase relativa para o tempo
de colapso t = 12 tr. Consideramos o caso
em que o campo coerente inicial esta´ intera-
gindo com o a´tomo inicialmente no estado
de superposic¸a˜o, uma vez que foi a situac¸a˜o
(que lineariza a frequ¨eˆncia de Rabi ) que apre-
sentou maior purificac¸a˜o do estado do campo
no tempo de colapso, conforme observado no
ca´lculo da entropia de von Neumann na Fi-
gura 5.25-b. Assim, encontramos Ff (ϑ) ≈ 1 para ϑ ≈ 1.53pi (Figura 5.36-I). Repetimos esse
ca´lculo para a interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicialmente excitado, obtendo aproximadamente
a mesma fase ϑ do caso anterior.
Figura 5.37: Fidelidade em relac¸a˜o ao estado ρf =
|α;ϑ〉〈α;ϑ| em func¸a˜o de t/tr para φ = pi2 e ϑ ≈
1.53pi, com δ = 0 e χ(3) = 0 para o a´tomo inicial-
mente no estado ρa = |e〉〈e|.
Consideramos agora o JCM ressonante
na auseˆncia do meio na˜o-linear. Apesar do
ca´lculo da fidelidade em func¸a˜o da fase re-
lativa ϑ da superposic¸a˜o obtida em t = 12 tr
apontar o valor ϑ ≈ 1.21pi (Figura 5.36-II), na˜o
e´ possı´vel afirmar com certeza se o “gato” de
Schro¨dinger gerado e´ exatamente esse, pois
o ca´lculo da fidelidade em func¸a˜o do tempo
mostrou-se praticamente ideˆntico† tambe´m
(valores pro´ximos de Ff (12 tr) = 0.8) para,
por exemplo, ϑ = 0 (“gato” de Schro¨dinger
“par”) e ϑ ≈ 1.53pi, conforme Figura 5.37.
†Evoluc¸o˜es semelhantes, pore´m, com valores diferentes (por exemplo) no tempo t = 1
2
tr , conforme Figura 5.36-II.
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(a) (b)
Figura 5.38: Fidelidade em relac¸a˜o ao estado ρf = |α;ϑ〉〈α;ϑ| em func¸a˜o de t/tr para φ = pi2 e ϑ = 0 com
δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω para o a´tomo inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
Como ja´ comentamos antes, a interac¸a˜o do campo com o a´tomo inicial na superposic¸a˜o na˜o
apresenta ramificac¸a˜o na func¸a˜o-Q (Figura 5.26-b) e, portanto, na˜o tem sentido considerar a fideli-
dade para esse caso (Figura 5.38-b).
(a) (b)
Figura 5.39: Fidelidade em relac¸a˜o ao estado ρf = |α;ϑ〉〈α;ϑ| em func¸a˜o de t/tr para φ = pi2 e ϑ ≈ 1.53pi com
δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω para o a´tomo inicialmente no estado (a) ρa = |e〉〈e| e (b) ρa = 12
∑e
i,j=g |i〉〈j|.
Para as combinac¸o˜es de δ e χ(3) que satisfazem a relac¸a˜o (4.85), observamos que os ”gatos”
de Schro¨dinger gerados ocorrem a cada tempo de colapso tanto no limite de pequena dessintonia
(Figura 5.38-a) como no limite de grande dessintonia (Figura 5.39).
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6Discussa˜o e Concluso˜es
Neste trabalho, estudamos a interac¸a˜o da radiac¸a˜o com amate´ria. Mais especificamente, de um
modo do campo no estado coerente interagindo com um a´tomo de dois nı´veis, na presenc¸a de um
meio perturbativo na˜o-linear tipo Kerr, dentro de uma cavidade o´ptica (ou de microondas) sem
perdas.
Para analisar o sistema, empregamos o denominadomodelo de Jaynes-Cummings [3] e, usando
o formalismo de operador densidade, obtivemos o operador evoluc¸a˜o exato (dentro da RWA) para
o sistema, assim como o respectivo operador evoluc¸a˜o para a aproximac¸a˜o dispersiva.
Com o operador evoluc¸a˜o em ma˜os, pudemos analisar comparativamente a dinaˆmica do sis-
tema para dois estados iniciais do a´tomo: excitado e superposic¸a˜o entre seus dois nı´veis igualmente
ponderada com fase relativa (ϕ = 0) [11]. Ale´m disso, pudemos tambe´m analisar os treˆs principais
limites da interac¸a˜o: ressonante, pequena e grande dessintonia a´tomo-campo, comparando (este
u´ltimo) com a evoluc¸a˜o segundo a aproximac¸a˜o dispersiva [69].
Os efeitos produzidos pelo aumento gradativo da dessintonia a´tomo-campo (δ) ou da suscepti-
bilidade do meio Kerr (χ(3)) sa˜o semelhantes, ou seja, a troca de energia no sistema a´tomo-campo
tende a diminuir com o aumento desses paraˆmetros. A combinac¸a˜o destes paraˆmetros introduz
novos e interessantes comportamentos na dinaˆmica do sistema.
Analiticamente deduzimos que determinados valores da dessintonia e susceptibilidade, pre-
cisamente relacionados atrave´s de (4.85), determinam a linearidade da frequ¨eˆncia de Rabi em n
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(4.86). Tal resultado ocasiona um cara´ter perio´dico em todas as quantidades estudadas. Ale´m
disso, nessa combinac¸a˜o particular dos paraˆmetros δ e χ(3), a periodicidade ocorre sempre a cada
tempo de revival e verificamos, por exemplo, que na dinaˆmica atoˆmica o a´tomo retorna para o
estado inicial considerado (Figura 5.2).
Os autores de [82] consideram esses efeitos da combinac¸a˜o de δ e χ(3), pore´m, para um campo
inicial no estado comprimido, analisando apenas a inversa˜o atoˆmica e fazendo uma aproximac¸a˜o
de campo forte, isto e´, n¯2  n¯. Em nosso estudo, apresentamos um progresso ao considerar diver-
sas quantidades pertinentes ao modelo sem o uso de tal aproximac¸a˜o. Na refereˆncia [93], o autor
considera o mesmo modelo que o nosso sem a aproximac¸a˜o de campo efetivo de [82], pore´m, es-
tuda apenas o campo te´rmico inicialmente, tambe´m analisando apenas a dinaˆmica atoˆmica. Nosso
estudo para diferentes quantidades da interac¸a˜o do campo coerente com o a´tomo na superposic¸a˜o
de seus nı´veis (ou excitado) representa um estudo pioneiro para esse modelo.
O nu´mero me´dio de fo´tons esta´ relacionado com a inversa˜o atoˆmica (5.12), produzindo as mes-
mas curvas, pore´m refletidas e transladadas entre si. Da mesma forma, portanto, a periodicidade e´
observada para os valores de δ e χ(3) que satisfazem (4.85). A variaˆncia do nu´mero de fo´tons apre-
sentou um aspecto individual interessante na interac¸a˜o do campo com a superposic¸a˜o atoˆmica:
observamos que na regia˜o de colapso, o campo permanece excitado com um fo´ton e a cada tempo
de revival, retorna para o nu´mero me´dio de fo´tons inicial (Figura 5.7-b).
Com o intuito de obter uma completa descric¸a˜o do campo da cavidade, analisamos as quan-
tidades relativas a` fase do campo. O estudo da fase do campo, para o sistema estudado neste
trabalho, tem sido considerado em va´rios artigos [94, 95, 96, 97, 98]. Contudo, os efeitos perio´dicos
provocados na fase do campo, pela combinac¸a˜o de δ e χ(3), nunca foram analisados antes do nosso
trabalho.
Concluı´mos que, para os valores de δ e χ(3) que linearizam a frequ¨eˆncia de Rabi em n, as
evoluc¸o˜es da distribuic¸a˜o de probabilidade de fase, do valor me´dio e da variaˆncia da fase ocor-
rem da mesma maneira para todas as condic¸o˜es iniciais consideradas (Figuras 5.13, 5.17 e 5.21).
O cara´ter perio´dico na evoluc¸a˜o evidencia o retorno para o valor inicial considerado para essas
quantidades.
Consideramos a entropia de vonNeumann [88] visando obter informac¸o˜es da pureza do campo.
Os resultados para δ = δc = Ω
2
2χ(3)
− 2χ(3) apresentam dinaˆmicas diferentes, dependendo do estado
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inicial do a´tomo e limites considerados:
 No limite de pequena dessintonia (δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω), observamos, a cada tempo de
colapso, a evoluc¸a˜o do estado do campo praticamente para um estado tipo “gato” de Schro¨dinger
quando interage com o a´tomo inicialmente excitado (Figura 5.24-a), e praticamente evolui para
uma mistura estatı´stica quando interage com a superposic¸a˜o atoˆmica inicial (Figura 5.24-b). Essa
primeira ana´lise da entropia e´ confirmada atrave´s da representac¸a˜o picto´rica do estado do campo
no primeiro tempo de colapso t = 12 tr obtida para a func¸a˜o deWigner (Figuras 5.31 e 5.32).
 No limite de grande dessintonia (δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω), concluı´mos que a fraca
presenc¸a perturbativa do meio na˜o-linear e´ suficiente para provocar a periodicidade na evoluc¸a˜o
de todas a quantidades consideradas. Particularmente para a entropia, obtivemos, a cada tempo
de colapso, a evoluc¸a˜o do campo para um estado “gato” de Schro¨dinger independente do estado
inicial do a´tomo considerado (Figura 5.33).
Independentemente do limite (ressonante, pequena e grande dessintonia a´tomo-campo) e do
estado inicial do a´tomo considerados, o estado do campo evolui exatamente para o estado puro (co-
erente) considerado inicialmente a cada tempo de revival (Figura 5.24). Essa constatac¸a˜o e´ realc¸ada
atrave´s, por exemplo, da ana´lise conjunta da func¸a˜o-Q (Figura 5.29) e da fidelidade do campo em
relac¸a˜o ao estado inicial ρf = |α〉〈α| (Figura 5.35).
Uma vez comprovada a evoluc¸a˜o do estado coerente inicial para um “gato” de Schro¨dinger a
cada tempo de colapso atrave´s, por exemplo, do ca´lculo da fidelidade, para as condic¸o˜es iniciais
que linearizam a frequ¨eˆncia de Rabi, observamos que a fase relativa ϑ da superposic¸a˜o coerente
geral (5.30) depende dos valores de δ e χ(3) que satisfazem a relac¸a˜o (4.85). Enfatizamos que na˜o
sa˜o todas as combinac¸o˜es de δ e χ(3) que geram um “gato” de Schro¨dinger a cada tempo de colapso
na dinaˆmica do modelo. Como exemplos dessas combinac¸o˜es que geram “gatos” de Schro¨dinger
a cada tempo de colapso, citamos aquelas consideradas neste trabalho.
Obtivemos no limite de pequena dessintonia (δ = 4.8Ω e χ(3) = 0.1Ω) a gerac¸a˜o quase exata do
“gato” de Schro¨dinger “par” (Figuras 5.31 e 5.38-a), sendo recuperado a cada tempo de colapso.
Ja´ no limite de grande dessintonia (δ = 99.99Ω e χ(3) = 0.005Ω) obtivemos o estado “gato” de
Schro¨dinger com uma fase relativa ϑ ≈ 1.53pi, sendo tambe´m recuperado a cada tempo de colapso
Figuras 5.33 e 5.39.
Reproduzimos o resultado ja´ conhecido da gerac¸a˜o de “gato” de Schro¨dinger [92] no modelo
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de Jaynes-Cummings ressonante sem meio Kerr. O ca´lculo da fidelidade para essas condic¸o˜es
iniciais (a´tomo excitado) em relac¸a˜o a ϑ (Figura 5.36-II), indica uma fase relativa ϑ ≈ 1.21pi entre os
estados coerentes da superposic¸a˜o obtida em t = 12 tr. Entretanto, outros valores considerados para
essa fase tambe´m mostraram-se igualmente va´lidos para representar o estado gerado no tempo de
colapso nesta evoluc¸a˜o. Portanto, na˜o e´ possı´vel afirmar com certeza qual estado, de fato, esta´
sendo gerado, devido a` baixa fidelidade apresentada Figura 5.37.
A combinac¸a˜o de δ e χ(3) resulta em modulac¸o˜es na frequ¨eˆncia de Rabi tornando a evoluc¸a˜o
do estado do campo controlada. Essa asserc¸a˜o teˆm sido levantada em alguns trabalhos anteriores
[99, 100]; contudo, antes do nosso trabalho, na˜o havia sido analisada com tanto detalhe.
A ana´lise dos diferentes limites da interac¸a˜o (ressonante, pequena e grande dessintonia) com
a parametrizac¸a˜o do tempo com o tempo de revival representa tambe´m um novo estudo do mo-
delo. Concluı´mos que o modelo de Jaynes-Cummings com meio Kerr para grande dessintonia
apresenta evoluc¸o˜es semelhantes a`s obtidas para a aproximac¸a˜o dispersiva. Contudo, as pequenas
oscilac¸o˜es ainda observadas a cada tempo de revival na˜o sa˜o reproduzidas quando se considera a
mesma dinaˆmica na aproximac¸a˜o dispersiva (efetiva). No entanto, consiste de boa aproximac¸a˜o
e, dependendo do propo´sito, e´ de grande utilidade, uma vez que suas expresso˜es sa˜o bem mais
simples quando comparadas com as obtidas no modelo de Jaynes-Cummings commeioKerr (veja
Apeˆndice C) .
Como conclusa˜o final, a gerac¸a˜o de estados tipo “gato” de Schro¨dinger no JCM com meio
Kerr mostrou-se possı´vel e passı´vel de controle mediante o ajuste dos paraˆmetros δ e χ(3) que
satisfazem (4.85). A fase relativa ϑ dos estados coerentes que compo˜em essa superposic¸a˜o de-
pende da combinac¸a˜o desses valores de δ e χ(3) resultando em diferentes estados tipo “gato” de
Schro¨dinger, ou seja, dependendo do limite considerado (ressonante, pequena e grande dessinto-
nia a´tomo-campo). Este resultado, ate´ o presente, na˜o foi encontrado na literatura, sendo um dos
principais obtidos nessa pesquisa.
ADistribuic¸o˜es de Quasi-Probabilidades
Apresentamos neste apeˆndice uma noc¸a˜o geral das distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades e suas
propriedades. Uma ferramenta bastante conveniente na teoria de probabilidade e´ a denominada
func¸a˜o caracterı´stica, que e´ a transformada de Fourier (no plano complexo) da distribuic¸a˜o de
probabilidade P (β):
Cc(ξ) =
∫ −∞
∞
d2β P (β)eξβ
∗−ξ∗β = 〈eξβ∗−ξ∗β〉 , (A.1)
no qual β = x + iy. Como exemplo de aplicac¸a˜o da func¸a˜o caracterı´stica, podemos calcular os
momentos das varia´veis do espac¸o de fase simplesmente usando a relac¸a˜o abaixo:
〈β∗β〉 = ∂
m+n
∂ξm∂(−ξ∗)nCc(ξ)
∣∣∣∣
ξ=0
. (A.2)
A func¸a˜o caracterı´stica e´ u´til tambe´m para definir as distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades.
Contudo, na mecaˆnica quaˆntica, devido a` na˜o comutatividade dos operadores q e p, na˜o e´ ime-
diata a definic¸a˜o de uma distribuic¸a˜o de probabilidade como na mecaˆnica cla´ssica simplesmente
usando o princı´pio da correspondeˆncia.
Uma melhor definic¸a˜o e´ obtida pela func¸a˜o caracterı´stica quaˆntica Cq(ξ) em analogia a` func¸a˜o
caracterı´stica cla´ssica (A.1):
Cq(ξ) = Tr
[
ρeξa
†−ξ∗a] = Tr[ρD(ξ)] . (A.3)
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Contudo, a analogia na˜o e´ completa pois os operadores criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons na˜o
comutam, [a,a†] = 1, e como consequ¨eˆncia disso, devemos usar a relac¸a˜o de Baker-Campbell -
Hausdorff (2.77) se quisermos manipular a exponencial em (A.3). Podemos escrever a func¸a˜o
caracterı´stica quaˆntica de uma forma mais geral atrave´s da relac¸a˜o abaixo:
Cq(ξ, s) = Tr
[
ρeξa
†−ξ∗a+ s
2
|ξ|2] = Tr[ρD(ξ)e s2 |ξ|2]
= Tr
ρ ∞∑
n,m=0
ξn(−ξ∗)m
n!m!
{
(a†)nam
}
s
 . (A.4)
O paraˆmetro s ∈ [0, 1] indica o ordenamento dos operadores a† e a na exponencial acima. Podemos
observar que temos um nu´mero infinito de func¸o˜es caracterı´sticas para cada valor de s, sendo
que treˆs deles levam aos ordenamentos conhecidos: ordenamento normal (s = 1), ordenamento
sime´trico (s = 0) e ordenamento anti-normal (s = −1).
Assim, as distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades podem ser definidas como a transformada de
Fourier das func¸o˜es caracterı´sticas quaˆnticas parametrizadas por s,
Pq(β, s) =
1
pi2
∫ ∞
−∞
d2ξ Cq(ξ, s)eβξ
∗−β∗ξ , (A.5)
em analogia ao caso cla´ssico.
As distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades sa˜o tambe´m unicamente definidas pelo operador den-
sidade ρ e, portanto, podem ser usadas para caracterizar o estado do sistema quaˆntico.
A.1 Distribuic¸a˜o de Glauber-Sudarshan
A introduc¸a˜o da func¸a˜o-P na o´ptica quaˆntica se deve a Glauber [28] e Sudarshan [101]. Esta e´
a distribuic¸a˜o de quasi-probabilidade associada ao ordenamento normal (s = 1) dos operadores a†
e a na func¸a˜o caracterı´stica (A.4). Podemos escreveˆ-la como [102]
P (β) =
1
pi2
∫ ∞
−∞
d2ξTr
[
ρeξa
†
e−ξ
∗a]eβξ∗−β∗ξ (A.6)
para um dado sistema descrito por ρ, que pode ser expresso facilmente em termos de P (β) como
uma expansa˜o sobre os projetores |β〉〈β|, isto e´,
ρ =
∫ ∞
−∞
d2β P (β)|β〉〈β| , (A.7)
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do qual vemos que, por exemplo, para o estado coerente |α〉, a func¸a˜o-P e´ uma func¸a˜o-δ, P (β) =
δ2(α − β). Este exemplo deixa claro o cuidado que devemos ter ao interpretar estas distribuic¸o˜es
de quasi-probabilidades como distribuic¸o˜es de probabilidades no espac¸o de fase, visto que po-
dem apresentar valores negativos e singularidades. Contudo, em princı´pio, esta distribuic¸a˜o de
quasi-probabilidade pode ser usada para calcular valores esperados de produtos normalmente or-
denados dos operadores a† e a,
〈{a†man}1〉 =
∫ ∞
−∞
d2β P (β)β∗mβn . (A.8)
sendo {a†man}1 = a†man.
A.2 Distribuic¸a˜o deWigner
A primeira das distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades foi introduzida por Wigner [103] e esta´
associada ao ordenamento sime´trico (s = 0) dos operadores em (A.4), sendo denominada func¸a˜o
deWigner. Para um sistema representado por ρ, podemos escreverW (β) como
W (β) =
1
pi2
∫ ∞
−∞
d2ξTr
[
ρeξa
†−ξ∗a]eβξ∗−β∗ξ . (A.9)
Dentre inu´meras propriedades, a func¸a˜o deWigner existe para todos os operadores densidade
ρ, sendo sempre real (W (β) = W ∗(β)) e normalizada (
∫
d2βW (β) = Trρ = 1) [102]. Assim como
a func¸a˜o-P , a func¸a˜o de Wigner na˜o pode ser, dependendo do sistema ρ, interpretada como uma
distribuic¸a˜o de probabilidade, pois podem existir valores negativos em alguns pontos do espac¸o
de fase. Ale´m disso, esta caracterı´stica e´ tambe´m um indicativo da natureza quaˆntica do estado
considerado.
A func¸a˜o de Wigner pode ser usada para calcular valores esperados de produtos simetrica-
mente ordenados dos operadores a† e a de uma maneira simples
〈{a†man}0〉 =
∫ ∞
−∞
d2βW (β)β∗mβn , (A.10)
em que {a†man}0 indica, por exemplo, {a†a}0 = 12(aa† + a†a).
Podemos tambe´m escrever a func¸a˜o deWigner como
W (β) = 〈T (β − a)〉 = Tr[ρT (β − a)] , (A.11)
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sendo T (β − a) dado por
T (β − a) = 2
pi
D(β)(−1)a†aD†(β) , (A.12)
no qual o operador (−1)a†a = eipia†a e´ um operador de reflexa˜o tal que
eipia
†aD(β)e−ipia
†a =D†(β) , (A.13)
o que nos permite reescreverW (β) como
W (β) =
2
pi
Tr
[
ρD(2β)eipia
†a] = 2
pi
∞∑
n,m=0
(−1)nρn,m〈m|D(2β)|n〉 , (A.14)
sendo ρn,m = 〈n|ρ|m〉 a matriz densidade do sistema considerado. Param > n, temos que [33]
〈m|D(2β)|n〉 = e−2|β|2
√
n!
m!
(2β)m−nL(m−n)n (4|β|2) , (A.15)
enquanto que, param 6 n
〈m|D(2β)|n〉 = e−2|β|2
√
m!
n!
(−2β∗)n−mL(n−m)m (4|β|2) . (A.16)
A.3 Distribuic¸a˜o de Husimi
Nas duas sec¸o˜es precedentes, consideramos distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades, os quais
sa˜o u´teis, por exemplo, para o ca´lculo de valores esperados dos operadores a† e a ordenados
normalmente (distribuic¸a˜o de Glauber-Sudarshan) e simetricamente (distribuic¸a˜o de Wigner). A
distribuic¸a˜o deHusimi (ou func¸a˜o-Q), e´ associada ao ordenamento anti-normal (s = −1) dos ope-
radores a† e a na func¸a˜o caracterı´stica quaˆntica (A.4).
A func¸a˜o-Q de um dado sistema com um operador densidade ρ e´ dada por
Q(β) =
1
pi2
∫ ∞
−∞
d2ξTr
[
ρeξae−ξ
∗a†]eβξ∗−β∗ξ , (A.17)
em que β = x+ iy. A func¸a˜o-Q, ao contra´rio das duas func¸o˜es anteriores, na˜o apresenta singulari-
dades e existe para qualquer operador densidade sendo positiva em qualquer ponto do espac¸o de
fase.
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Usando a relac¸a˜o de completeza para o estado coerente (2.93), facilmente demonstra-se que a
func¸a˜o-Q pode ser escrita na seguinte forma compacta [102]
Q(β) =
1
pi
〈β|ρ|β〉 . (A.18)
Pode se dizer que, das distribuic¸o˜es de quasi-probabilidades, a func¸a˜o-Q que e´ a u´nica que remete
as reais distribuic¸o˜es de probabilidades, correspondendo a operadores densidade fı´sicos.
A func¸a˜o-Q tambe´m pode ser usada para calcular valores esperados de produtos dos operado-
res a† e a ordenados anti-normalmente,
〈{ama†n}−1〉 =
∫ ∞
−∞
d2β Q(β)β∗mβn . (A.19)
Esta func¸a˜o, assim como a func¸a˜o de Wigner, foi utilizada no estudo da interac¸a˜o de um campo
numa cavidade interagindo com um a´tomo de dois nı´veis (JCM) na presenc¸a de um meio na˜o-
linear tipo Kerr, como visto no Capı´tulo 5. Esta descric¸a˜o do estado do campo foi introduzida por
Eiselt e Risken [89], fornecendo uma nova visa˜o para o estudo das propriedades fundamentais da
interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria.
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BDistribuic¸a˜o de Probabilidade de Fase
Neste apeˆndice apresentamos os passos mais importantes para o ca´lculo das grandezas relati-
vas a` fase do campo. Considerando o estado gene´rico para o campo
ρf =
s∑
n,n′=0
ρn,n′ |n〉〈n′| , (B.1)
detalhamos o ca´lculo obtido em (3.99) como segue:
P (θm) = 〈θm|ρf |θm〉 =
s∑
n,n′=0
ρn,n′〈θm|n〉〈n′|θm〉 = 1
s+ 1
s∑
n,n′=0
ρn,n′ei(n
′−n)θm , (B.2)
em que ρn,n′ = 〈n|ρf |n′〉 sa˜o os elementos de matriz do operador densidade do campo ρ.
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B.1 Primeiro Momento da Fase
Usando a relac¸a˜o (B.2), resolvemos o primeiro momento da fase do campo:
〈φθ〉 =
s∑
m=0
θmP (θm) =
s∑
m=0
θ0P (θm) +
2pi
s+ 1
s∑
m=0
mP (θm)
=
1
s+ 1
s∑
n,n′0
s∑
m=0
ρn,n′θ0ei(n
′−n)θm +
2pi
(s+ 1)2
s∑
n,n′=0
s∑
m=0
ρn,n′mei(n
′−n)θm
=
1
s+ 1
s∑
n=0
Pn
(
s∑
m=0
θ0
)
+
1
s+ 1
s∑
n6=n′
ρn,n′θ0ei(n
′−n)θ0
(
s∑
m=0
e
2pim
s+1
i(n′−n)
)
+
2pi
(s+ 1)2
s∑
n=0
Pn
(
s∑
m=0
m
)
+
2pi
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)θ0
(
s∑
m=0
me
2pim
s+1
i(n′−n)
)
,
(B.3)
onde fizemos ρn,n = 〈n|ρf |n〉 = Pn. Estudando a convergeˆncia das se´ries entre pareˆnteses no
desenvolvimento acima, temos que:
s∑
m=0
θ0 = (s+ 1)θ0 , (B.4)
s∑
m=0
m =
s(s+ 1)
2
, (B.5)
s∑
m=0
e
2pim
s+1
i(n′−n) = (s+ 1)δn′,n =
 1 para n′ = n0 para n′ 6= n (B.6)
s∑
m=0
me
2pim
s+1
i(n′−n) =
(s+ 1)
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
, (n′ 6= n) (B.7)
onde a penu´ltima relac¸a˜o e´ obtida da relac¸a˜o de ortogonalidade dos estados de fase de Pegg-
Barnett (3.84).
Assim, temos o valor me´dio da fase, no espac¸o de Hilbert restrito, dado por
〈φθ〉 = θ0 +
pis
s+ 1
+
2pi
s+ 1
s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
, (B.8)
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tal que o valor me´dio ao quadrado e´ escrito como
〈φθ〉2 = θ20 +
2pisθ0
s+ 1
+
pi2s2
(s+ 1)2
+
4piθ0
s+ 1
s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
+
4pi2s
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
+
4pi2
(s+ 1)2
 s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
2 .
(B.9)
B.2 Segundo Momento da Fase
De maneira ana´loga, podemos desenvolver o segundo momento da fase como segue:
〈φ2θ〉 =
s∑
m=0
θ2mP (θm) =
s∑
m=0
θ20P (θm) +
4piθ0
s+ 1
s∑
m=0
mP (θm) +
4pi2
(s+ 1)2
s∑
m=0
m2P (θm)
=
1
s+ 1
s∑
n,n′0
s∑
m=0
ρn,n′θ
2
0e
i(n′−n)θm +
4piθ0
(s+ 1)2
s∑
n,n′=0
s∑
m=0
ρn,n′mei(n
′−n)θm
+
4pi2
(s+ 1)3
s∑
n,n′=0
s∑
m=0
ρn,n′m
2ei(n
′−n)θm
=
1
s+ 1
s∑
n=0
Pn
(
s∑
m=0
θ20
)
+
1
s+ 1
s∑
n6=n′
ρn,n′θ
2
0e
i(n′−n)θ0
(
s∑
m=0
e
2pim
s+1
i(n′−n)
)
+
4piθ0
(s+ 1)2
s∑
n=0
Pn
(
s∑
m=0
m
)
+
4piθ0
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)θ0
(
s∑
m=0
me
2pim
s+1
i(n′−n)
)
+
4pi2
(s+ 1)3
s∑
n=0
Pn
(
s∑
m=0
m2
)
+
4pi2
(s+ 1)3
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)θ0
(
s∑
m=0
m2e
2pim
s+1
i(n′−n)
)
,
(B.10)
onde, ale´m das se´ries obtidas anteriormente para o ca´lculo do primeiro momento da fase, temos
s∑
m=0
θ20 = (s+ 1)θ
2
0 , (B.11)
s∑
m=0
m2 =
s(s+ 1)(2s+ 1)
6
, (B.12)
s∑
m=0
m2e
2pim
s+1
i(n′−n) =
(s2 − 1)e 2pis+1 i(n′−n) − (s+ 1)2[
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1]2 , (n′ 6= n) . (B.13)
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Enta˜o, o segundo momento da fase do campo, no espac¸o restrito, e´ dado por
〈φ2θ〉 = θ20 +
2pisθ0
s+ 1
+
2pi2
3
s(2s+ 1)
(s+ 1)2
+
4piθ0
s+ 1
s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
+
4pi2s
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
− 4pi
2
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)θ0 e
2pi
s+1
i(n′−n) + 1[
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1]2 .
(B.14)
B.3 Variaˆncia da Fase
A variaˆncia da fase do campo e´ definida como:
〈∆φ2θ〉 ≡ 〈φ2θ〉 − 〈φθ〉2 . (B.15)
Assim, substituindo (B.9) e (B.14) na equac¸a˜o acima, temos a relac¸a˜o para a variaˆncia no espac¸o
restrito de Hilbert
〈∆φ2θ〉 =
pi2
3
s(s+ 2)
(s+ 1)2
− 4pi
2
(s+ 1)2
s∑
n6=n′
ρn,n′ei(n
′−n)θ0 e
2pi
s+1
i(n′−n) + 1[
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1]2
− 4pi
2
(s+ 1)2
 s∑
n6=n′
ρn,n′
ei(n
′−n)θ0
e
2pi
s+1
i(n′−n) − 1
2 .
(B.16)
COperador Densidade no JCMK
Apresentamos agora o ca´lculo do operador densidade para o modelo de Jaynes-Cummings
com meio Kerr. Considerando o operador evoluc¸a˜o do sistema dado por
U I(t) = e−
i
2
χ(3)te−iχ(3)(n2−n)t
 e−iχ(3)(n− 12 )t 0
0 eiχ
(3)(n− 1
2
)t

×
 cos (
1
2Ωn+1t)− iγn+1
sin (12Ωn+1t)
Ωn+1
−2iΩasin (
1
2Ωnt)
Ωn
−2iΩa† sin (
1
2Ωn+1t)
Ωn+1
cos (12Ωnt) + iγn
sin (12Ωnt)
Ωn
 ,
(C.1)
podemos, com o intuito de compactar a notac¸a˜o, fazer as seguintes definic¸o˜es
Dn ≡ e−iχ(3)(n2−n)t , (C.2)
En ≡ e−iχ(3)(n− 12 )t , (C.3)
Cn ≡ cos (12Ωnt) , (C.4)
Sn ≡
sin (12Ωnt)
Ωn
, (C.5)
F n ≡ Cn − iγnSn , (C.6)
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tal que (C.1) seja reescrito da seguinte maneira
U I(t) = e−
i
2
χ(3)tDn
En 0
0 E†n
 F n+1 −2iΩaSn
−2iΩa†Sn+1 F †n
 . (C.7)
Assim, para o operador densidade do sistema inicialmente dado por
ρ = ρa ⊗ ρf , (C.8)
podemos obter a evoluc¸a˜o deste estado para cada operador evoluc¸a˜o calculados no Capı´tulo 5
precedente, atrave´s da relac¸a˜o
ρ(t) = U I(t)ρU
†
I(t) =
 ρee(t) ρeg(t)
ρge(t) ρgg(t)
 , (C.9)
nos quais
ρee(t) =
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
eDnD
∗
mEnE
∗
mFn+1F
∗
m+1|n〉〈m|
+ 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,meiϕCeCgDnD∗m−1EnE
∗
m−1Fn+1Sm
√
m|n〉〈m− 1|
− 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,me−iϕCgCeDn−1D∗mEn−1E
∗
mSnF
∗
m+1
√
n|n− 1〉〈m|
+ 4Ω2
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
gDn−1D
∗
m−1En−1E
∗
m−1SnSm
√
nm|n− 1〉〈m− 1| ,
(C.10)
ρeg(t) = 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
eDnD
∗
m+1EnEm+1Fn+1Sm+1
√
m+ 1|n〉〈m+ 1|
+
∞∑
n,m=0
ρn,meiϕCeCgDnD∗mEnEmFn+1Fm|n〉〈m|
+ 4Ω2
∞∑
n,m=0
ρn,me−iϕCgCeDn−1D∗m+1En−1Em+1SnSm+1
√
n(m+ 1)|n− 1〉〈m+ 1|
− 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
gDn−1D
∗
mEn−1EmSnFm
√
n|n− 1〉〈m| ,
(C.11)
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ρge(t) = −2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
eDn+1D
∗
mE
∗
n+1E
∗
mSn+1F
∗
m+1
√
n+ 1|n+ 1〉〈m|
+ 4Ω2
∞∑
n,m=0
ρn,meiϕCeCgDn+1D∗m−1E
∗
n+1E
∗
m−1Sn+1Sm
√
(n+ 1)m|n+ 1〉〈m− 1|
+
∞∑
n,m=0
ρn,me−iϕCgCeDnD∗mE
∗
nE
∗
mF
∗
nF
∗
m+1|n〉〈m|
+ 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
gDnD
∗
m−1E
∗
nE
∗
m−1F
∗
nSm
√
m|n〉〈m− 1| ,
(C.12)
ρgg(t) = 4Ω2
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
eDn+1D
∗
m+1E
∗
n+1Em+1Sn+1Sm+1
√
(n+ 1)(m+ 1)|n+ 1〉〈m+ 1|
− 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,meiϕCeCgDn+1D∗mE
∗
n+1EmSn+1Fm
√
n+ 1|n+ 1〉〈m|
+ 2iΩ
∞∑
n,m=0
ρn,me−iϕCgCeDnD∗m+1E
∗
nEm+1F
∗
nSm+1
√
m+ 1|n〉〈m+ 1|
+
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
gDnD
∗
mE
∗
nEmF
∗
nFm|n〉〈m| .
(C.13)
De modo ana´logo, podemos reescrever o operador evoluc¸a˜o para este mesmomodelo no limite
dispersivo (4.79),
U effI (t) = e
−iχ(3)(n2−n)t
 e−iΩ2δ (n+1)t 0
0 ei
Ω2
δ
nt
 , (C.14)
como abaixo
U effI (t) =Dn
En+1 0
0 E†n
 , (C.15)
sendo En definido agora como
En ≡ e−iΩ
2
δ
nt . (C.16)
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Enta˜o, usando a relac¸a˜o (C.9), podemos encontrar o operador densidade evoluı´do. Os elementos
de matriz na base atoˆmica sa˜o dados por:
ρee(t) =
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
eDnD
∗
mEn+1E
∗
m+1|n〉〈m| , (C.17)
ρeg(t) =
∞∑
n,m=0
ρn,meiϕCeCgDnD∗mEn+1Em|n〉〈m| , (C.18)
ρge(t) =
∞∑
n,m=0
ρn,me−iϕCgCeDnD∗mE
∗
nE
∗
m+1|n〉〈m| , (C.19)
ρgg(t) =
∞∑
n,m=0
ρn,mC
2
gDnD
∗
mE
∗
nEm|n〉〈m| . (C.20)
Constatamos que as expresso˜es se simplificam consideravelmente para a aproximac¸a˜o dispersiva.
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